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Vorwort. 



Das Buch zerßtllt in zwei Teile: Nach einer möglichst 
kurzen Einleitung über die Beziehungen der Lage zwischen 
Geraden und Ebenen wird das Wichtigste über körperliche 
Ecken gesagt. Sodann wird die Ausmessung der einfachen 
Körper auf Grund des Cavalierischen Prinzips behandelt. 
Den Schlufs des ersten Teils bilden die regelmäfsigen Kölner 
und der Eulersche Satz. Im Beweise desselben bin ich 
gern dem ,,Lehrbuch der Stereometrie '^ von P. Sauerbeck 
gefolgt. Teil I geht wohl bis an die Grenze dessen^ was 
man auf einer sechsstufigen Realschule in der Stereometrie 
zu lehren vermag. 

Der Aufbau des zweiten Teils ist beeinflufst durch die 
„Genetische Stereometrie" von K. Heinze^ bearbeitet von 
F. Lücke. — Zu eingehenderer Behandlung der Simpson- 
schen Regel bin ich angeregt durch das „Lehrbuch der 
Stereometrie und der sphärischen Trigonometrie" von 
H. Servus. Die hier auftretenden Betrachtungen haben 
— mathematisch gesprochen — allgemein bildenden Wert und 
sind so einfach und in ihren Ergebnissen so nützHch, dafs 
sie auch in einem Elementarbuche nicht fehlen dürfen; über- 
dies geben sie Anlafs zu einer wirksamen Parallelführung 
der Gedankengange in Abschnitt VI und VII. — Die Schwer- 
punktsbehandlung in Verbindung mit der Guldinschen 
Regel dient der Körperberechnung und zeigt die Verwend- 
barkeit der Stereometrie für eine grofse Gruppe physi- 
kalischer Aufgaben. — Die Behandlung der Kegelschnitte 
ist kurz und soll nur den Zusammenhang dieser ebenen 
Kurven mit den rämnlichen Gebilden aufdecken. 

Die den einzelnen Abschnitten angeschlossenen Auf- 
gaben sind bestimmt; die räumliche Anschauung des Lesers 
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zu vertiefen und die praktische Verwendbarkeit stereome- 
trischer Betrachtungen zu erweisen. Vorbildlich für ihre 
Auswahl sind die „Elemente der Stereometrie" von G. Holz- 
müller gewesen; der Umfang des vorliegenden Buches führte 
aber zu einer wesentlichen Beschränkung des Stoffes. Auf- 
gaben, welche Anwendung der Trigonometrie verlangen, sind 
durch ein vorgesetztes * bezeiclmet und im Anfang des 
Buches zurückgedrängt, mit Rücksicht auf solche Leser, 
die ohne trigonometrische Kenntnisse einfache stereometrische 
Studien treiben wollen. 

Die Figuren des Buches sind, wo nicht ein besonderer 
Grund zu einer Abweichung vorlag, in richtigen Abmessungen 
gezeichnet; die Darstellung der verdeckten Linien eines 
Körpers ist nicht einheitlich durchgeführt zu Gunsten 
gröfserer Deutlichkeit derjenigen Linienzüge, auf die es im 
Einzelfalle ankommt; in einigen Figuren sind die Sicht- 
barkeitsgrenzen von Körpern weggelassen, um die Begrenzung 
ihrer Achsenschnitte hervortreten zu lassen. — Der Ver- 
fasser erfüllt schliefslich die angenehme Pflicht, seinem 
Kollegen an der Oberrealschule vor dem Holstenthore, 
Herrn Julius Dorn, aufrichtigen und herzlichen Dank für 
die bereitwillige Hilfe zu sagen, mit der er ihn bei der 
Anfertigung zahlreicher Zeichnungen auch für dieses Buch 
freundlich unterstüzt hat. 

Hamburg, im Dezember 1901. 

Dr. F. Bohnert 
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Erster Teü. 



I. Abschnitt. 

Stereometrie der Lage. 



§ 1. Einleitnng. 

Die Stereometrie ist die Lehre von den im Räume 
befindlichen Gebilden^ insofern dieselben nach ihrer Form, 
ihrer Ausdehnung und ihrer gegenseitigen Lage zu ein- 
ander untersucht werden. — Als im Baume befindliche Gre- 
bilde fassen wir auf: Punkte, Linien, Flächen und 
Körper. Unter den Linien nehmen die Geraden, unter 
den Flächen die Ebenen eine bevorzugte Stellung ein; 
man kann diese Gebilde als die einfachsten ihrer Art ansehen. 

Die Vorstellung der geraden Linie ist jedem ge- 
läufig; ihre JDefinition ist schwierig, vielleicht unmöglich, 
die Beschäftigung mit derselben ebenso sehr Sache der 
Philosophie wie der Mathematik. 

Durch einen Punkt im Baume gehen unendlich viele 
zweiseitig unbegrenzte Geraden oder Strahlen. Durch 
zwei Punkte im Baume läfst sich nur eine Gerade legen. 
Drei willkürlich gewählte Punkte im Baume liegen im all- 
gemeinen nicht auf derselben Geraden. 

Eine Fläche wird Ebene genannt, wenn die Verbin- 
dungsgerade je zweier in ihr liegender Punkte ganz in die 
Fläche fällt. 

Durch einen Punkt im Baume gehen unendlich viele 
Ebenen. Auch durch zwei Punkte im Baume lassen sich 

Bohnert, Blementare Stereometrie. 1 
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noch unendlich viele Ebenen legen. Dnrch drei Punkte im 
Baume läTst sich nur eine Ebene legen. Vier willkürlich 
gewählte Punkte im Kaume liegen im allgemeinen nicht in 
derselben Ebene. Die -Laffe einer Ebene ist auch bestimmt 
durch die Lage eines in mr enthaltenen Strahles und eines 
ihrer Punkte aufserhalb des "Strahles. 



§ 2. Die gegenseitige Lage ron Strahlen nnd Ebenen 

zn einander. 

Zwei Strahlen im Baume können höchstens einen Punkt 
gemeinsam haben, wemi sie nicht ganz zusammenfaUen. 
Schneiden sich zwei Strahlen, so liegen sie in einer Ebene, 
deren Lage sie bestimmen. Liegen zwei Strahlen in der- 
selben Ebene, ohne einen im Endlichen gelegenen Schnitt- 
punkt zu besitzen, so sind sie paralleL Liegen zwei 
otrahlen so, dafs sich keine Ebene angeben läfst, in der 
beide enthalten sind, so nennt man die Strahlen wind- 
schief zu einander. Sich schneidende Geraden sind z. B. 
zwei von derselben Ecke ausgehende Kanten eines Würfels; 
parallele Geraden sind zwei einander gegenüberliegende 
Kanten derselben Würfelseite, windschiefe Geraden sind 
irgend zwei Würfelkanten verschiedener Bichtung, die 
von verschiedenen Endpunkten derselben Würfeldiagonale 
ausgehen. 

Ein Strahl und eine Ebene können höchstens einen 
Punkt gemeinsam haben, wenn nicht der Strahl ganz in der 
Ebene liegt. 

Haben Strahl und Ebene (beide in unendlicher Aus- 
dehnuDg gedacht) keinen im Endlichen gelegenen Punkt 
gemeinsam, so nennt man den Strahl der Ebene 
parallel. — Haben zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam, 
so haben sie einen Schnittstrahl gemeinsam. Zwei Ebenen 
im Baume können höchstens einen Schnittstrahl gemeinsam 
haben, wenn sie nicht ganz zusammenfallen. Haben zwei 
Ebenen . (beide in unendlicher Ausdehnung gedacht) keinen 
im Endlichen verlaufenden Schnittstrahl, so nennt man die 
Ebenen parallel zu einander. Zwei parallele Ebenen 
haben überhaupt keinen gemeinsamen, im Endlichen ge- 
legenen Punkt 



§ 3. ForUetzDDg. 3 

Im lateresee einer kurzen Ausdrucksweise ist es prak- 
ÜBch, zu sagen: Zwei parallele Geraden schneiden sich 
in einem unendlich fernen Schnittpunkt Das soll 
heiTsen: 1. Die Geraden liegen in einer Ebene (denn sonst 
hätten sie überhaupt keinen Schnittpunkt); 2. die Geraden 
haben keinen im Endlichen gel^enen Funkt gemeinsam. 
In ähnlicher Weise sa^ man auch: ,^in Strahl, der einer 
Ebene parallel ist, scmieidet sie in einem unendlich fernen 
Funkte" und ,,zwei parallele Ebenen schneiden sich in einer 
unendlich fernen Geraden", und meint damit, dafs die ge- 
nannten Gebilde keinen im Endlichen gelegenen Funkt, 
bezw. keine im Endlichen gelegene Gerade gemeinsam haben. 
Durch diese, hier rein formal zu betrachtende Ausdrucks- 
weise gewinnen gewisse Lehrsätze der Geometrie eine ver- 
allgemeinerte Bedeutung: Der Satz: „Zwei Gerade derselben 
Ebene haben entweder einen Schnittpunkt oder sind parallel" 
geht z. B. bei dieser Bezeichnungsweise über in den Satz: 
„Zwei Gerade derselben Ebene l^ben stets einen Schnitte 
punkt". Die Definition windschiefer Geraden lautet dann: 
„Zwei Gerade sind windschief, wenn sie keinen Schnitte 

funkt haben". Der Satz: „Drei nicht durch denselben 
'unkt gehende Geraden derselben Ebene schneiden sich in 
drei Funkten", der sonst nur beschränkte Giftigkeit hat, 
wird bei dieser Ausdrucksweise allgemeingültig. Wegen 
solcher Vorteile soll im folgenden an geeigneter Stelle von 
der beschriebenen Ausdrucksweise Gebrauch gemacht werden. 

§ 3. Fortsetzang. 
Eine Ebene zerlegt den Baum in zwei Halbräume. 
Schneiden sich zwei Ebenen, 
so zerfällt der Baum in vier 
räumliche Winkelfelder, 
— DreiEbenen schneiden 
sich im allgemeinen in 
drei Schnittstrahlen, die 
einen Punkt gemeinsam 
haben. Denn (Fig. 1) die 
Ebenen Ei und E, besitzen 
einen Schnittstrahl L^, die 
Ebenen Ej und E^ haben 
einen Schnittstrahl Xgg und fi,. i. 
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die Ebenen E^ und E^ htbea einen Schnittetrabi Ljg. Die 
Sohnittstrablen Z^,, und L„ haben, da beide in der 
Ebene £, liegen, einen Scfanitt- 
pnnkt S in der Ebene E^. 
Per Punkt S ist daher den 
drei Ebenen E^, E^, E^ ge- 
meinsam. Da aber die Ebenen 
El und Es auTserhalb ihres 
SdmittBtrahles L^^ keinen 
Punkt gemeinsam haben 
können, mufa auch //jj 
durch den Punkt S geben. 
— Folgende besondere Lagen 
dreier Ebenen zu einander 
Bind möglich: 

1. Die drei Ebenen haben 
nur einen Scbnittstrabl ge- 
meinsam; die Ebenen teilen 
Flg. t. den Baum in sechs räumliche 

Winkelfelder (Fig. 2). 

2. Zwei parallele Ebenen werden von der dritten 
in zwei Scbnittetrahlen gescbnitten und die drei Ebenen 
zerle^n den Raum in zwei 
räunuiche Halbstreifen (1) 
und ( 2 ) und vier Winkel- 
felder (3), (4), (5) und (6) 
(Fig. 3). 

3. Die drei Ebenen schneiden 
sich in drei parallelen Strahlen 
und teilen den Raum in einen 
Gang (1), drei Winkelfelder (2), 
(3), (4) und drei an der Scheitel- 
kante abgestumpfte Winkelfelder 
(5), (6), (7) (Fig. 4). 

4. Im allgemeinsten Falle 
(vgl, Fig. 1) zerlegen die drei 
Ebenen den Baum in acht 

Hg. 3. körperliche Ecken (Fig. 5). 



§ 4. Ein- und mehrstufige Mannigfaltigkeiten. 



§ 4. Ein- nnd mehrstaflge fflaimlgfaltigkeiten. 

Aue der im § 1 erw^mten Thatsache, daTs sich durch 
einen Punkt unendlich 
viele Ebenen legen lassen, 
und dafs sich durch zwei 
Punkte ebenfalls unendlich 
viele Ebenen I^en lassen, 
darf nicht geschlossen 
werden, daTs die Anzahlen 
der denkbaren Ebenen in 
beiden Fällen Grölsen der- 
selben Ordnung sind. Fol- 
gende Betrachtung soll 
einen Vei^leich verschie- 
dener unendlich grofser 
Anzahlen vermitteln. 

Die Anzahl der ganzen 
und gebrochenen, ratio- 
nalen und irrationiden, po- 
sitiven und negativen Zoh- lig. *. 
len der Reihe 

— CO, ... — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ... -h oo 
werde als eine einstufige Mannigfaltigkeit bezeichnet. 
Da man den Punkten eines 
Strahles die Gesamtheit dieser 
Zahlen derartig zuordnen kann, 
dals jedem Punkt des Strahles 
eine und nur eine Zahl und 
umgekehrt jeder Zahl ein nnd 
nur ein Punkt entspricht, so 
kann man sagen: „Die Gerade 
enthält eine einstufige Man- 
nigfaltigkeit von Punkten" 
oder: „Die Gerade enthält ' 
ocji Punkte". — Legt man in 
einer Ebene durch einen Punkt 
als Träger alle möglichen Strahlen 
desselben Strahlenbüschels, so pi» « 
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schneidet irgend ein Strahl dieser Ebene jeden Strahl des 
Büschels in euiem Punkte, und durch jeden Punkt des aus- 
gezeichneten Strahles geht ein Strahl des Büschels. Es giebt 
also im (ebenen) Strahlenbüschel soviel Strahlen, als es 
Punkte auf einer Geraden giebt. Das (ebene) Strahlen- 
büschel enthält ooi Strahlen. — Ein (ebenes) Strahlen- 
büschel von ooi Strahlen bedeckt vollständig die Ebene, 
in der es liegt. Jeder Strahl desselben enthält oo^ Punkte. 
Die Ebene enthalt also oo^ • cx>^ Punkte. ,,Die Ebene 
enthält eine zweistufige Mannigfaltigkeit von 
Punkten" oder: ,J>ie Ebene enthält oo» Punkte^^. — Legt 
man im Baume dm*ch einen Punkt als Träger alle möglichen 
Strahlen desselben (räumlichen) Bündels, so schneidet eine 
beliebige Ebene im Saum jeden Strahl des Bündels in einem 
Punkte, und durch jeden Punkt der ausgezeichneten Ebene 
geht ein Strahl des Bündels. Es giebt also im (räumlichen) 
Strahlenbündel soviel Strahlen, als Punkte in der Ebene. 
Das (räumliche) Strahlenbündel enthält cx>2 Strahlen. 
Ein räumliches Strahlenbündel von oo^ Strahlen erfüllt den 
Eaum vollständig. Jeder Strahl desselben enthalt oo^ Punkte. 
Der Eaum enti^ält also oo^ . cx>i Punkte. „Der Baum 
enthält eine dreistufige Mannigfaltigkeit von 
Punkten" oder: „Der Baum enthält oo» Punkte". — 
In einer Ebene giebt es cx>2 Punkte; durch jeden dieser 
Punkte kann man ein Strahlenbüschel von oo^ Strahlen 
legen. Dadurch erhält man oo^ Strahlen in der Ebene. 
Dabei ist aber jeder Strahl so oft gezählt, als es auf ihm 
Punkte giebt, die als Träger eines Büschels angesehen 
werden können, d. h. oo^ mal. Es giebt also in der 
Ebene cx>2 Strahlen. Dasselbe Besultat erhält man durch 
folgende Betrachtung. Jeder Strahl einer Ebene schneidet 
zwei beliebige Strahlen L^ und L2 der Ebene in je einem 
Punkte und durch jede zwei Punkte, von denen einer auf Lj^^ 
der andere auf L^ liegt, läfst sich ein Strahl in der Ebene 
legen. Durch jeden Punkt des Strahles L^ gehen oo^ Strahlen, 
die den Strahl Lg schneiden, und auf dem Strahl Lj^ liegen 
cx)i Punkte, also giebt es oo^ Strahlen in der Ebene. — Legt 
man im Baum durch einen Punkt als Träger alle möglichen 
Ebenen desselben Ebenenbündels, so schneidet jede dieser 
Ebenen eine beliebige Ebene E im Baum in einer Geraden, 
und durch jede Gerade dieser Ebene E geht eine Ebene des 
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Bündels. Es giebt also im Ebenenbündel so viele Ebenen 
als Gerade in einer Ebene. Das Ebenenbündel ent- 
hält c»2 Ebenen. 

Legt man im Raum durch zwei Punkte (oder einen 
Strahl) als Träger alle möglichen Ebenen desselben Ebenen- 
büschels, so schneidet jede dieser Ebenen eine beliebige 
Gerade L im Räume in einem Punkte, und durch jeden Punkt 
der Geraden L geht eine Ebene des Büschels. Es giebt also 
im Ebenenbüschel soviel Ebenen, als Punkte auf einer 
Geraden. Das Ebenenbüschel enthält 06^ Ebenen. — 
Durch ähnliche Betrachtungen erweist sich der Satz: „Es 
giebt cx>* Gerade und 00^ Ebenen im Raume^'. 

§ 5. Ebenen und ihre Normalen. 

Lehrsatz: Sind drei Punkte einer Ebene E von 
denselben zwei festen Punkten im Räume jedesmal 




Fig. 6. 

gleich weit entfernt, so hat jeder Punkt der Ebene 
von den beiden festen Punkten gleichen Abstand 
(Fig. 6).. 

Vor.: 1. D liegt in der Ebene ABC: 

Beh.: P^B^P^B. 

Bew.: Man ziehe CB und AB. CB schneidet AB 
in F. Man verbinde F und B mit P^ und Pg . Dann ist 

AP^AB^AP^AB. 



8 

Folglich ist 

und daher 
Folglich ist 
und daher 
Demnach ist 

und daher 
also 
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AP^ÄF^AP^AF. 

P^F^P^F 
AP^FC^AP^FC. 

ZPiFD^Z P2FD 
AP^FD^AP^FB, 

P^D^P^D. 

Zusatz 1: Jeder Punkt aufserhalb der Ebene E hat 
von den festen Punkten ungleichen Abstand. 

Der geometrische Ort für alle Punkte, die jedesmal 
von denselben beiden festen Punkten gleichen Abstand 
haben, ist eine Ebene. 

Zusatz 2: Die Verbindungsgerade zweier fester Punkte 
im Raum wird von der Ebene halbiert, in der drei Punkte 
gleicher Abstände von den beiden festen Punkten liegen. 
Lehrsatz: Zieht man in der Ebene, deren Punkte 

von zwei festen Punkten im 
Baume jedesmal gleiche Ab- 
stände haben, durch den 
Schnittpunkt der Ebene mit 

der Verbindungsgeraden 
der festen Punkte Strahlen, 
so stehen dieselben auf der 

Verbindungsgeraden der 
festen Punkte senkrecht 

(Kg. 7). 

Vor.: 1. Jeder Punkt in E hat 
von Pi und Pg gleichen Abstand. 
2. P^P% schneidet E in Ay 
Fi«. 7. AB liegt in E. 

Beh.: AB ±P^P^. 
Bew.: Man verbinde den beliebigen Punkt B des 
Strahls AB mit P^ und Pg. Dann ist 

AP^BA^AP^BAy 
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mithin 



Z BAP^ = Z BAP^ = R. 




ümkehrung: Alle Lote^ die man auf einer Ge- 
raden PiPg im selben Punkte A derselben errichtet, 
liegen in derselben Ebene. 

Zusatz: Eine Grerade, welche auf zwei Strahlen einer 
Ebene im Schnittpunkt derStrah- 
len senkrecht steht, steht auf 
jedem Strahl der Ebene senk- 
recht, der durch den Schnitt- 
punkt geht. 

Erklärung: Man nennt 
die Gerade L, welche auf zwei 
Strahlen einer Ebene E im 
Schnittpunkt S der Strahlen 
senkrecht auf denselben steht, 
die Normale der Ebene im 
Punkte Sy und die Ebene E be- 
zeichnet man als die Normal- 
ebene der Geraden L im 
Punkte S. 

Aufgabe: Zu- der Ge- 
raden L im Punkte 8 die Normalebene zu konstruieren. 

Lösung: Man konstruiere (Fig. 8) in zwei Ebenen U^ 
und JS?2, welche beide die 
Gerade L enthalten, pla- 
nimetrisch die Lote L^^ 
und L2 auf L in S, und 
konstruiere die Ebene E, 
welche L^ und L^ ent- 
hält. E ist die verlangte 
Normalebene. 

Aufgabe: Auf der 
Ebene E im Punkte 8 die 
Normale zu errichten. 

Lösung: Man ziehe (Fig. 9) in J5^ durch 8 die be- 
liebigen Strahlen SA und SB, und konstruiere zu SA 
und SB in /S die Normalebenen E^ und E^. Dieselben 
schneiden sich in dem Strahl L. L ist die verlangte 
Normale. 



Fig. 8. 




Fig. 9. 
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Lehrsatz: Lote auf derselben Ebene sind parallel 
Fig . 10). 

Vor.: AB ±E, ÄiB^±E. 

Beh.: ABWA^B^. 

Bew.: Man verbinde A mit A^. Dann ist 

AB ± AA^ und A^B^ ± AA^. 

Man zeichne in JE die Gerade CD durch A senkrecht zu 




Fig. 10. 

AAi und mache AD gleich AC. Ferner verbinde man 
By A^ und B^ mit D und C Dann ist 

AB±CD, A^B^±CA^ und Aj^Bi±DAj^. 

Aus dem Bemerkten und den Kongruenzen 

A BAD ^ ADAC, AA^AC^AA^AD, 

AB^A^C^AB^AiD 

folgen die Gleichungen 

DA=^CA, DB=CB, DA^^CA,, DB^ = CB^. 

D. h. die vier Punkte A, B, A^, B^ haben von zwei festen 
Punkten D und E jedesmal gleichen Abstand, oder: Der 
Linienzug BAA^^B^ liegt in derselben Ebene. Demnach 
sind AB und A-^^B^ aus planimetrischen Gründen paraUeL 

Umkehrung: Steht ein Strahl auf einer Ebene 
senkrecht^ so steht auch jeder Parallelstrahl zu 
ihm auf der Ebene senkrecht. 
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Aufgabe: Von einem Punkte P aufserhalb einer 
Ebene E ein Lot auf dieselbe zu fallen. 

Lösung: Man errichte irgendwo auf der Ebene E das 
Lot AB, konstruiere die Ebene, welche AB und P ent- 
hält, und ziehe in ihr planimetrisch PX parallel zu BA, 
so ist PX das verlangte Lot (Fig. 11). 

Lehrsatz: Sind zwei Strahlen L^ und Lg dem- 
selben dritten Strahle L parallel, so sind sie unter- 
einander parallel. 

Bew.: Man denke eine Normalebene E zn L. Auf ihr 
stehen sowohl Zr^ wie Lg senkrecht. Mithin ist L^ II ig . 
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Fig. 11. 



Fig. 12. 



Lehrsatz: Fällt man von verschiedenen Punkten 
einer Geraden Lote auf dieselbe Ebene, so liegen 
alle diese Lote in einer Ebene (Fig. 12). 

Vor.: CiDj, C^B^, CgDg, . . . stehen senkrecht auf ^. 
^1^ f^2 9 ^sf • • • liegen in einer Geraden AB. 

Beh.: C^Bi, CgDg, C^B^, . . . liegen in derselben 
Ebene. 

Bew.: C^Bi und C2B2 sind parallel als Lote auf E. 
D. h. sie liegen in derselben Ebene. Diese Ebene enthält 
Ci Cg. Die Lage dieser Ebene ist also bestimmt durch (Ee 
in ihr enthaltenen Geraden CgDg und AB, Analog er- 
giebt sich: CgDg ^^^ Ggl^s liegen in einer Ebene. Diese 
Ebene enthält Cg^s* ^^^ Lage dieser Ebene ist also auch 
durch die in ihr enthaltenen Geraden CgDg ^^^ ^-^ 
bestimmt, ist also identisch mit der vorhergenannten. 
D.h. C^Bi, C2B2, CqBq liegen in derselben Ebene. 
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§ 6. Winkel im Baum. 

Lehrsatz: Sind die Schenkel zweier im Kaum 
liegender Winkel paarweise gleichgerichtet parallel, 
so sind die Winkel gleich grofs (Fig. 13). 

YoT.iÄB II A'B', ÄCW AC\ 
Beb.: /.a= Z.ci'- 
Bew. : Man mache JjB= A'B\ 
AC^A'C und ziehe AA% 
BB% CG% BC und B'C% 
Dann sind dieVierecke AB^'J?' 
und AGAC Parallelogramme, 
weil in beiden ein paar glei- 
cher und paralleler Seiten liegt. 
Daher ist • 

AA'WBB'WCC und AA'=BB'^CC\ 

D. h. das Viereck CBC'B' ist auch ein Parallelogramm. 

Mithin ist 

CB== C'B\ 

*^^Sli<^^ AABG^AA'B'C% 




Fig. IS. 



also endlich 



Z a = Z a'. 



Erklärung: Unter dem Winkel zweier (windschiefer) 

Geraden versteht man den 
Winkel, den eine dieser 
Geraden (AB) mit einer 
Linie (EF) bildet, die durch 
einen beliebigen Punkt (E) 
der ersten Geraden parallel 
zu der andern Geraden (CD) 
gezogen ist (Fig. 14). 

Erklärung: Fällt man 
von allen Punkten einer 
Geraden auf dieselbe Ebene 
Lote, so bildet die Gesamt- 
heit ihrer Fufspunkte die 
Projektion der Geraden auf die Ebene. — Die Pro- 
jektion einer Geraden auf eine Ebene ist eine Gerade. 




Fig. 14. 



§ 6. Winkel im Raum. 
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Erklär ang: Unter dem Winkel, den eine Gerade im 
Kaum mit einer Ebene bildet , versteht man den (kleineren) 
Winkel, den die Gerade mit ihrer Projektion auf die Ebene 
bildet. 

Erklärung: Unter dem Neigungswinkel (a) zweier 
Ebenen (E^ und ^^2) versteht man den Winkel zwischen 
zwei Loten {AB und ÄC), die im selben Punkte des 
Schnittstrahls (BF) beider Ebenen in den beiden Ebenen 
auf dem Schnittstrahl errichtet werden (Fig. 15). — Es ist 




Fig. 15. 



gleichgültig, in welchem Punkte des Schnittstrahls die Lote 
errichtet werden. Jede Normalebene (E) auf dem Schnitt- 
strahl zweier Ebenen schneidet dieselben in zwei Geraden 
(AB und ÄC), die miteinander den Neigungswinkel der 
Ebenen bUden. — Der Neigungswinkel zweier Ebenen kann 
auch gemessen werden durch den Winkel zwischen zwei 
Normalen ÄG und AH, die im selben Punkte des Schnitt- 
strahls beider Ebenen auf denselben nach derselben 
Seite hin errichtet werden. 

Die Normalen, welche im selben Punkte des Schnitt- 
strahles zweier Ebenen auf denselben nach verschiedenen 
Seiten hin errichtet werden (ÄJ und ÄH), schliefsen 
das Supplement (180® — a) des Neigungswinkels beider 
Ebenen ein. 



I. Abtohnitt. Stereometrie der Lage. 



§ 7. Der Abstand -windschiefer Geraden von etoander. 

AS und CD in Figur 16 stelleD zwei windschiefe Ge- 
raden dar. 

Man lege durch den beliebigen Punkt A der Greraden 
AS «äne Parallele AE m CD. Die Ebene des Winkels 
BAE ist der Geraden CD 
parallel. Der senkrechte Abstand 
der Geraden CD von der Gera- 
den .Alt (die Existenz eines solchen 
vorläufig vorausgesetzt) ist also 
sicher nicht kleiner als der Ab- 
stand der Geraden CD von der 
Ebene SAE. — Zeichnet nmn 
nun die Projektion FQ der Ge- 
raden CD auf die Ebene SAE, 
BO ißt CDWFGWEA, und das 
Projektionslot i)G steht nicht nur 
auf AS und FG, sondern, weil 
FG I CD ist, auch auf CD senk- 
recht. 

Es giebt also eine Ge- 
rade, die auf beiden wind- 
schiefen Geraden senkrecht 
'' ' steht, und der vorige Absatz 

zeigt ihre Konstruktion. 
Diese Gerade stellt den kürzesten Abstand der 
beiden windschiefen Geraden dar. — Zieht man noch 
durch D eine Parallele DH zu AB, so sind die Ebenen 
der Winkel HDG und SÄE parallel. 

Es lassen sich also stets zwei parallele Ebenen 
finden, welche zwei gegebene windschiefe Geraden 
enthalten. 



§ 8. Der Proportlonalsatz der Stereometrie. 

Zum Beweise desProportionalsatzes braucht man folgenden 
Lehrsatz: Werden zwei parallele Ebenen von 
einer dritten Ebene geschnitten, so sind die Schnitt- 
strahlen parallel (Fig. 17). 



§ 8. Der Proportionalsfttz der Stereometrie. 
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Fig. 17. 



Vor.: El \\E2, E^ schneidet E in A^B^y E^ schneidet 
E in Ä^B^. 

Beh.: A^B^WA^B^. 

Bew. : 1. AJB^ und -12^2 
liegen in derselben Ebene E. 

2. A^B^ liegt in der 

Ebene jE^, ^2^2 ^ ^^^ 
Ebene E^, Diese Ebenen 
haben keinen Punkt im End- 
lichen gemeinsam^ folglich 
haben auch A^B^ und ^2 ^2 
keinen solchen Punkt ge- 
meinsam. Wegen 1. und 
2. sind A^By^ und A^B^ 
parallel. 

Der Proportional- 
satz: Werden Strahlen 
im Baum von parallelen 
Ebenen geschnitten, so 
verhalten sich die Ab- 
schnitte auf einem 
Strahl zu einander, wie 
die entsprechenden Ab- 
schnitte auf jedem der 
anderen Strahlen(Fig.l8). 

Vor.: E^y E2, Eq sind 
parallele Ebenen, XY und 
UV werden von ümen in 
A, B, C bezw. 2), E, F ge- 
schnitten. 

Beh.: AB.BC 
= DE:EF. 

Bew.: Man ziehe den 
Strahl 2)C, welcher E2 in 
G schneidet. Man kon- 
struiere die beiden Ebenen, 
welche einerseits die Strah- 
len CX und CDy anderer- 
seits die Strahlen D G und 
DF enthalten. Diese Ebenen 
schneiden E-^^E^yE^ in den Pig. is. 
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Strahlen AD, BO, bezw. OE und CF. Dann ist auf 
Grund des vorstehenden Lehrsatzes 

ADJÜBO und QEWCF. 

Mithin folgt durch zweimalige Anwendung des Proportional- 
gatzes der Planimetrie: 

ABiBC^DG.GC-^BE.EF. 



II. Abschnitt. 



Körperliche Ecken. 



§ 9. Ecken und ihre Polarecken. 

Zieht man durch einen Punkt E im Räume eine An- 
zahl von Halbstrahlen EÄ, EB, EC, . . ., die nicht alle in 
derselben Ebene liegen, und legt man durch je zwei auf- 
eiuander folgende Halbstrahlen ein Ebenenstück, das von 
denselben begrenzt wird, so entsteht eine körperliche Ecke 
E{ÄB C.) (vgl. Flg. 19). Die Halbstrahlen EÄ, EB, EC,... 
werden als Kanten, die Winkelfelder AEB, BEC, . . . 
werden als Seiten der körperlichen Ecke bezeichnet. Als 
Winkel der Ecke bezeiclmet man 
die Neigungswinkel, welche die Seiten 
der Ecke miteinander bilden. Die- 
selben sind an der körperlichen Ecke 
nicht ohne weiteres zu erkennen: 
Will man die Gröfse eines Neigungs- 
winkels beurteilen, so mufs man in 
einem beliebigen Punkte der zuge- 
hörigen Kante in beiden den Winkel 
einschliefsenden Ebenen auf der Kante 
Lote errichten; diese Lote bilden 
den gesuchten Neigungswinkel. — Es 
giebt Ecken mit einspringenden 
Winkeln und solche ohne dieselben; nur die letzteren 
sollen im folgenden betrachtet werden. 

Nach der Zahl ihrer Seiten unterscheidet man drei-, 
vier-, w-seitige körperliche Ecken. Unter ihnen haben die 
dreiseitigen Ecken als die einfachsten eine besondere 
Bedeutung. Die Seiten einer dreiseitigen Ecke werden ge- 

Bobnert, Elementare Stereometrie. 2 
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wölinlic^ mit a, b, c, die ihnen gegenüberliegenden Neigungs- 
winkel derselben Ecke werden mit a, ß, y bezeiclmet — 
Aus unmittelbarer Anschauung folgt für jede Ecke der 

Lehrsatz: Die Summe der Seiten einer körper- 
lichen Ecke liegt zwischen 0'' und 360''. 

Um einen Satz für die Winkelsumme der körperlichen 
Ecke zu gewinnen, empfiehlt sich die Einführung eines neuen 
B^rifFs, der Folarecke zu einer Ecke. 

Erklärung: Errichtet man auf den Seiten ÄEB, BSC, 
CEA einer körperlichen Ecke die Lote EC, EA', ES', 
alle nach der Au&enseite der Ecke gerichtet (F^. 20), so 



Flg. 20. 

sind diese Lote die Kanten der Polarecke zur ursprüng- 
lichen Ecke. 

Für eine Ecke und ihre Folarecke gelten folgende 
wichtige Satze: 

L Ist eine Ecke die Polarecke zu einer anderen 
Ecke, 80 ist diese auch die Polarecke zur erst- 
genannten. 

Bew.: Zwei benachbarte Kanten der Polarecke stehen 
auf zwei benachbarten Seiten der Ecke senkrecht, also stehen 
beide Kanten auf dem Schnitt^trahl der beiden Seiten senk- 
recht oder umgekehrt: dieser Schnittetrahl, eine Kante der 
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ursprüngUchen Ecke, steht senkrecht auf den genannten 
Kanten, mithin auch senkrecht auf der von diesen Kanten 
begrenzten Seite der Polarecke. Da die Betrachtung für 
jede Kante der ursprünglichen Ecke ausführbar ist, ist be- 
wiesen, daTs die Kanten der ursprünglichen Ecke auf den 
Seiten ihrer Polarecke senkrecht stehen, dafs also die ursprüng- 
liche Ecke selbst die Polarecke ihrer Polarecke ist. 

IL Die Seiten und Winkel einer Ecke sind die 
Supplemente zu den entsprechenden Winkeln und 
Seiten der zur Ecke gehörigen Polarecke. 

Bew.: Zwei benachbarte Kanten der Polarecke sind 
Lote, die im selben Punkte des Schnittstrahles zweier Seiten 
der ursprünglichen Ecke auf diesen Seiten nach entgegen- 
gesetzten Seiten errichtet sind. Biese Lote schliefsen dem- 
nach miteinander das Supplement des Neigungswinkels dieser 
Seiten ein; dieselben Lote bilden aber miteinander eine Seite 
der Polarecke. Also ist gezeigt, dafs eine Seite der Polar- 
ecke das Supplement eines Neigungswinkels der Ursprung- 
liehen Ecke ist. 

Die Betrachtung läfst sich für jede Seite der Polarecke 
wiederholen. Aus der Yertauschbarkeit der Begriffe „Ecke^^ 
und „zugehörige Polarecke '^ folgt auch die Kichtigkeit der 
ümkehrung: Jeder Winkel der Polarecke ist das Supple- 
ment einer Seite der Ecke. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar der 

Lehrsatz: Die Summe der Neigungswinkel einer 
körperlichen Ecke von n Seiten liegt zwischen 2w 
und (2w — 4) rechten Winkeln. 

Bew.: Sind a, ß, y, ... die Winkel der »-seitigen 
Ecke, a', 6', c', . . . die entsprechenden Seiten der zugehörigen 
Polarecke, so ist nach dem vorigen Satze: 

a = 180ö — a' 
^ = 1800 — 6' 

y = 180ö — c' 



Durch Addition folgt 

a + ß + y + ... ^n ' 180^ — {a'+b' + c' ...). 

Da nun 

4:B>{a' + V + c'+...)>0Bmt, folgt 

2* 
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n.l80^>a + ^+y + ...>». 180« — 360^ 
oder 

Zusatz: Die Summe der Neigungswinkel einer drei- 
seitigen Ecke liegt zwischen 2R und 6 IL 

§ 10. Dreiseitige körperliche Ecken. 

Für die dreiseitige körperliche Ecke sind folgende 
Sätze wichtig: 

1. Die Summe zweier Seiten ist gröfser als die 
dritte Seite. 

Der Beweis ergiebt sich aus unmittelbarer Anschauung. 

2. Die Differenz zweier Seiten ist kleiner als 
die dritte Seite. 

Der Satz ist eine Folge von 1. 

3. Gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegen- 
über und umgekehrt. 

Der Beweis des Satzes 3 wird erleichtert durch die 
Anwendung eines Hilfssatzes ^ der auch in der sphärischen 

Trigonometrie gute Dienste 
thut: 

Hilfssatz: Fällt man 
von einem beliebigen Punkte 
Ä der Kante EÄ einer kör- 
perlichen dreiseitigen Ecke 
EiÄB C) das Lot AD auf die 
gegenüberliegende Seite a, 
und femer von A das Lot 
AB auf die benachbarte 
Kante EB, und verbindet 
man dieFufspunkte B undD 
der Lote, so steht diese Ver- 
bindungslinie BD auch senk- 
recht auf der Kante EB 
(Fig. 21). 

Bew.: Man trage von B aus auf EB nach beiden Seiten 
gleiche Stücke BX und BY 21h, und verbinde X und Y 
mit A und mit D. 




Fig. 21. 
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Dann ist 



folgUch 
folgKch 



und daher 



AÄBX^AÄBY, 
AÄDX^AÄDY, 



ADBX^ADBT 



ZDBX=^ZDBY^R 



AAEB^AAEC, 
A ABB ^ A AGB 



Mit Benatzang des Hilfssatzes gestaltet sich der Beweis 
des Satzes 3 folgendermafsen (Fig. 22). 

Es sei in der körperlichen Ecke E {ABC) Seite 6 
gleich Seite c. Man fäUe von A AB ± EB, AC ± EC, 
AD _L a und verbinde D mit B und C. Dann sind 
auf Grund des Hüfssatzes Z ABB = ß und Z ACB = Z y 
die den gleichen Seiten gegenüberliegenden Winkel der 
Ecke. 

Nun ist 

folglich 

und daher 

Zß-Zy. 

Für die Umkehrung ist, nach Ausfahrung derselben 
Hilfskonstruktion die Reihen- 
folge der Schlüsse gerade die 
umgekehrte. 

4. Der gröfseren Seite 
liegt der gröfsere Winkel 
gegenüber und umgekehrt. 

Bew.: In der körperlichen 
Ecke E {ABC) (Fig. 22), sei 
6>c. 

Man führe dieselben Hilfs- 
konstruktionen wie in 3. aus, und 
führe Schnitte längs der Kan- 
ten AB, AC, AD, AE. Dann 
lege man die frei werdenden 
Dreiecke in die Ebene der Fig. 22. 
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Gruncl%ur EBDC hinunter. Es entsteht das in Figur 23 
gezeichnete Netz, in welchem EA^ «= EÄ^y BA^ = BA^, 
CA2 = CA^, DAq^ DJ.4 ist, und in welchem die Winkel 
A^BEy DBE, ECB, ECA^, CBA^, BBA^ lauter rechte 
Winkel sind. 

Die rechtwinkligen Dreiecke EA^B und EA^ C haben 
gleiche Hypotenuse; der Winkel b ist gröfser als der Winkel c, 
mithin ist die Gegenkathete J^ C von 6 gröfser als die Gegen- 
kathete AiB von c. 

Die rechtwinkligen Dreiecke BDA^^ und CDA^ haben 
gleiche Katheten DA^ und BA^, Die Hypotenuse BA^=BA^ 




Fig. 28. 

ist kleiner als die Hypotenuse CA^ = CA^, Mithin ist der 
Gegenwinkel ß der Kathete BA^^ gröfser als der Gegen- 
winkel Y der KAthete BA^. 

Für den Beweis der Umkehrung des Satzes ist nach 
Ausführung derselben Hilfskonstruktionen die Eeihenfolge 
der Schlüsse gerade die mngekehrte. 

§ 11. Die Eonstrnktion dreiseitiger körperlicher 

Ecken im Baum. 

Die Seiten und die Winkel einer körperlichen Ecke 
bezeichnet man als Stücke derselben. Eine dreiseitige 
körperliche Ecke ist durch drei ihrer Stücke bestimmt. 
Demnach giebt es sechs Fundamentalkonstruktionen 
für die dreiseitige körperliche Ecke. Dieselbe kann kon- 
struiert werden: 
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la) aus den drei Seiten {a, b, c), 

2 a) aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 

3 a) aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der einen 

K h ß); 

Ib) aus den drei Wmkeln (a, /?, y), 

2 b) aus zwei Winkeln und der eingeschlossenen Seite 

3 b) aus zwei Winkeln' und der Gegenseite des einen 
(a, /?, 6). 

Lösung zu la). Man beschreibe um die Schenkel HC 
und EB der Seite a mit den Seiten 6 und c zwei Kegel- 
mäntel, deren Spitze in E liegt Die Mantel schneiden sich 
in der Geraden EÄ. EA ist die dritte Kante der ge- 
suchten Ecke. 

Lösung zu 2 a). Man lege zwei Ebenen unter dem 
Neigungswmkel y gegeneinander und bestinune auf dem 
Schnittstrahl einen Punkt E. Dann beschreibe man um den 
Schnittstrahl zwei Kegelmäntel mit a und hy deren Spitze 
in E liegt. Der eine Mantel schneidet die erste Ebene 
in EB und der andere Mantel die zweite Ebene in EA. 
Dann sind EB und EA die zweite und die dritte Kante 
der gesuchten Ecke. 

Lösung zu 3 a). Man lege zwei Ebenen unter dem 
Neigungswinkel ß gegeneinander und bestimme auf dem 
Schnittstrahl einen Punkt E. Dann beschreibe man um 
den Schnittstrahl EB einen Kegelmantel mit ay dessen 
Spitze in E liegt. Dieser Mantel schneidet die erste Ebene 
in EC. Dann beschreibe man um EG mit 6 einen Kegel- 
mantel; dessen Spitze in E liegt Ist b> a, so schneidet 
dieser Mantel die zweite Ebene einmal in einem Strahl EA. 
Dann ist E (ABC) die verlangte körperliche Ecke. Ist 
dagegen b<a, so schneidet entweder der mit b beschriebene 
Mantel die zweite Ebene gar nichts oder in zwei Strahlen 
EA^ und EA^ oder endlich der Mantel berührt die zweite 
Ebene längs eines Strahles EA. 

Dementsprechend giebt es in diesem Falle keine oder 
zwei; oder im Grenzfalle eine (rechtwinklige) körperliche 
Ecke^ welche den gestellten Forderungen genügt 

Aus dem Umstände ^ daTs im Falle la die beschriebe- 
nen Kegelmäntel sich zweimal in einer Geraden schneiden^ 
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und dafs im Falle 2 a und 3 a eine Willkür darin vor- 
handen ist, welche der beiden, den gegebenen Neigungs- 
winkel einschliefsenden. Ebenen als erste und welche als 
zweite bezeichnet wird, folgt für den Fall la: „Es giebt zwei, 
symmetrisch in Bezug auf die Ebene von a gelegene körper- 
liche Ecken, die den Forderungen der Angabe genügen^^; 
und femer für die Falle 2a und 3a: Auch diejenigen 
Ecken, welche zu den konstruierten Ecken symmetrisch 
liegen in Bezug auf die den gegebenen Neigungswinkel 
halbierende Ebene, sind Lösungen der Aufgabe. Betrachtet 
man diese, zu den zuerst konstruierten Ecken symmetrisch 
liegenden Ecken nicht als wesentlich von den ersten ver- 
schieden, so kann man sagen: Eine körperliche Ecke ist 
durch dtei Seiten oder durch zwei Seiten und den ein- 
geschlossenen Winkel eindeutig, durch zwei Seiten und 
den Gegenwinkel der einen im allgemeinen zweideutig 
bestimmt. 

Die Fälle Ib bis 3 b sind die Polarfälle zu den Auf- 
gaben la bis 3a. Durch die Winkel a, ß, y der Ecke in 
Aufgabe Ib sind die Seiten a = 180 ^ — a, V = 180 <> — ^, 
c'=«180® — y ihrer Polarecke bestimmt. Man konstruiert 
zunächst diese aus den drei Seiten, imd dann die verlangte 
Ecke, indem man im Scheitel der Polarecke auf ihren Seiten 
Lote errichtet. In gleicher Weise wird die Konstruktion der 
Ecke aus a, ß, c bezw. aus a, ß, h auf die Konstruktion der 
zugehörigen Polarecke aus a = 180^ — a, 6' == 180*^ — ßy 
y = 180« — c, bezw. aus a' = 180^ — a, 6' = 180« — ß, 
^' = 1800 — 6 zurückgeführt. 

Aus dem Gesagten folgt: Eine körperliche Ecke ist 
durch die drei Winkel oder durch zwei Winkel und die 
eingeschlossene Seite eindeutig, durch zwei Winkel und 
die Gegenseite des einen im allgemeinen zweideutig be- 
stimmt. 

§ 12. Kongruenz und Symmetrie dreiseitiger Ecken. 

Wenn die Seiten a, 6, c einer dreiseitigen Ecke den 
Seiten %, \j q einer aoderen dreiseitigen Ecke paarweise 
gleich sind, und die Winkel a, /?, y den Winkeln Oi, ßiy y^ 
der anderen Ecke ebenfalls paarweise gleich sind, so folgt 
daraus noch nicht, dafs die Ecken kongruent sind. Es bleibt 
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vielmehr imentschieden , ob sie kongruent oder symme- 
trisch sind. 

In den Ecken E{ÄBC) und E{ABC') der Figur 24 
sind sowohl die Seiten wie 
die Winkel paarweise ein- ^ 

ander gleich, die Ecken sind 
symmetrisch in Bezug auf die 
Ebene EAB, während in der 
Eigur 25 unter denselben 
Gleichheitebedingungen die 
^xkGnIlÄBG)\mAE'{ABÜ) 
kongruent sind. — Um kon- 
gruente und symmetrische 
Dreiecke zu unterscheiden, 
mufa man den Begriff derUm- 
laufsrichtnng einführen. 3 

Als Umlaufsrichtung der rig. 2*. 

körperlichen Ecke soll die- 
jenige Sichtung bezeichnet werden, nach welcher die Finger 
der rechten Hand zeigen, wenn man an ii^nd eiaer Stdle 
der Oberfläche die Hand so auf die Aufaenseite der Ecke 
legt, dafs der Daumen von dem Scheitel der Ecke weg- 
weiflt. Auf jeder Seite der Ecke ändert sich die Umlaufs- 
richtung überhaupt nicht, beim Durchgang durch eine Kante 




sprungweise, stets aber durch eine nach der Seite der Tnnen- 
nand hin erfolgende Drehung. 

Diejenigen Stücke der körperlichen Ecke, zu denen 
man nacheinander, in der Umlaufsrichtung die Ecke um- 
kreisend, gelaugt, sollen als aufeinander folgende Stücke 
der Ecke bezeichnet werden. 
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Mit Benutzung dieser Ausdrucksweise lauten die Kon- 
gruenzsätze für dreiseitige Ecken folgendermaTsen. 

Zwei dreiseitige Ecken sind kongruent, wenn sie paar- 
weise gleich haben: 

entweder la) die drei aufeinander folgenden Seiten, 

oder 2a) zwei aufeinander folgende Seiten und den 
eingeschlossenen Winkel, 

oder 3a) zwei aufeinander folgende Seiten und den 
Gegenwinkel der einen, während die Gegenwinkel der 
anderen Seite in den beiden Ecken nicht Supplemente zu 
einander sind, 

oder Ib) die drei aufeinander folgenden Winkel, 

oder 2b) zwei aufeinander folgende Winkel und die 
eingeschlossene Seite, 

oder 3b) zwei aufeinander folgende Winkel und die 
Gegenseite des einen Winkels, während die Gegenseiten des 
anderen Winkels in den beiden Ecken nicht Supplemente 
zu einander sind. 

Sind dafi^es^en drei aufeinander folgende Stücke 
einer dreisei%en Ecke, wie sie in den- sechs Kongruenz- 
Sätzen aufgezählt sind, drei gleichartigen Stücken einer 
anderen dreiseitigen Ecke paarweise gleich, die in dem der 
Umlaufsrichtung entgegengesetzten Sinne aufeinander 
folgen, so siud die Ecken symmetrisch. 

In kongruenten Dreiecken sind die aufeinander 
folgenden Stücke paarweise gleich. In symmetrischen 
Dreiecken sind die Stücke des einen denen des anderen in 
entgegengesetzter Reihenfolge paarweise gleich. 

§ 13. Die planlmetrische Konstruktion dreiseitiger Ecken. 

Die i-äumlichen Konstruktionen körperlicher Ecken aus 
gegebenen Stücken, wie sie im § 11 dargestellt sind, ge- 
währen eine klare Anschauung über die Lagenbeziehungen 
in einer körperhchen Ecke, die praktische Durchführmig 
dieser Konstruktionen stöfst aber auf technische Schwierig- 
keiten. Deshalb werden sie für die Zwecke der Praxis 
durch planimetrische Lösimgen ersetzt, welche eine zeich- 
nerische Herstellung der fehlenden Stücke einer Ecke 
aus den gegebenen gestatten. Hier folgen diese Lösungen 
für die drei ersten Fälle: 
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Man fiille das Lot AD von einem beliebigen Punkte A 
der Kante EA einer Ecke auf die Seite a, man falle femer 
die Lote AB und AG auf die Kanten EB und EG, man 
verbinde D mit B und (7, und denke sich die Ecke durch 
die Dreiecksflächen ABB und AGB geschlossen. Dann 
schneide man die Oberfläche des so entstandenen Körpers 
von A aus längs der Kanten AEy AB, AG, AD auf, und 
klappe die Dreiecke AEBy AEG, ABB und ADG in die 
Ebene des Vierecks EBDG hinunter, so entsteht die 
Figur 26. 

In ihr ist 

EA^^EA^y BA^ = BA^, GA^^GA^y DA^^DA^, 
Z EBA^ = Z EBB = Z EGB == Z EGA, 
= Z BBA^^ = Z GBA^ = U, 
ZBBA^ = ß, ZBGA^^y. 




Fig. 26. 

Sind nun la) a, 6, c gegeben und a, ^, y gesucht, 
so trage man an die Schenkel von a in ^ die Winkel 6 
und c an, trage auf ihren freien Schenkeln dieselbe beliebige 
Strecke EA von E bis A^ und von E bis A, ab, fälle £e 
Lote A^B±.EB und A^G ±.EGy bestimme ihren Durch- 
schnitt in D, errichte auf A^B und -4^2) in D die Lote 
und beschreibe um B mit BA^ und um (7 mit GA, zwei 
Kreise, welche die Lote bezw. in A^ und A^ schneiden. 
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Dann ist Z BBA^ ^ Zß und Z DCA^ = Z y. Den 
Winkel a findet man (gleichzeitig mit dem Z y), indem man 
das beschriebene Verfahren unter Benutzung der Seite & 
als Grundebene wiederholt. 

Sind 2a) a, 6, y gegeben, und werden c, a, ß gesucht^ 
so trage man (Fig. 26) auf einem Schenkel von 6 eine be- 
liebige Strecke EÄ von JE bis -^g ab, falle das Lot A2G 
auf den andern Schenkel von h, trage an seine Verlänge- 
rung über C hinaus den Winkel y an, beschreibe um G 
mit CA2 einen Kreis, der den freien Schenkel des Z. y in 

Äq schneidet, falle das Lot AqD 
auf -42 (7, trage an EG den 
Wiokel (= die Seite) a in j& an, 
fälle das Lot DB auf den freien 
Schenkel von a, errichte auf BB 
in B das Lot, beschreibe mit 
D J.3 mn B einen E[reis, der das 
Lot in -^4 schneidet, verbinde B 
mit -4.4, zeichne um B mit BAi 
einen Kreis, der die Verlänge- 
rung von BB in A^ schneidet 
und verbinde A^ mit E. Dann 
1£ iBtZA^EB^c und ZBBA^=ß. 
a wird endlich wie im Falle la 
gefunden. 

Sind endlich 3 a) 6, c, y ge- 
geben, und a, a, ß gesucht, so 
konstruiere man aus einer belie- 
bigen Strecke EA^EA2 und b 
das rechtwinklige Dreieck ECA^, 
aus y und CA^ = GA^ das recht- 
winklige Dreieck BGA^j durch 
welches das Dreieck EGB mit 
bestimmt ist. Dann konstruiere 
und c in einer neuen Figur das 
rechtwinklige Dreieck EBA^, aus EB und EB das recht- 
winklige Dreieck EBB, aus BB und D J.4 = BA^ das 
rechtmnklige Dreieck BBA^. Dann ist Z GEB + Z BEB 
die gesuchte Seite a und Z BBA^ der gesuchte Winkel ^. 
a wird wie in la gefunden. — Man kann die Konstruktion 
mittels doppelter I^ur vermeiden, wenn man die Zerlegung 




Fig. 27 



man aus EA^ = EAc^ 
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der körperlichen Ecke nicht in der beschriebenen Weise, 
sondern durch die Schnitte AB, AD, DE, AG vollzieht 
und die Dreiecke ABEy BEB, BBA, CED und DCA 
in die Ebene der Seite 6 bringt (Fig. 27). (Modell!) 

Die Aufgabe 3 a hat im allgemeinen zwei Lösungen, 
wenn c<6ist. Man findet die zweite Lösung, wenn man 
Z CEB — Z BEB = a und 180« — Z BBA^ =Zß setzt. 

Die Fälle Ib, 2b, 3b können so behandelt werden, 
dafs man zunächst die fehlenden Stücke der Polarecken zu 
den verlangten Ecken nach den Methoden la, 2a, 3a kon- 
struiert und dann von den Polarecken zu den ursprünglichen 
Ecken übergeht 
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§ 14. Die Ansmessimg Ton ränmllchen Gebilden. 

Für die Messung von Langen, Flächen und Bäumen 
braucht man Streckenmafse^ Flächenmafse, KaummaTse. Die 
Grofse dieser Mal'se kann willkürlich gewählt werden; man 
kann z. B. Längen nach Meilen^ Flächen nach Quadrat- 
ellen, Bauminhalte nach Litern messen. Das Mefsverfahren 
vereinfacht sich aber, und die Ergebnisse desselben gewinnen 
an Übersichtlichkeit, wenn man das Flächenmafs und das 
Baummafs nicht willkürlich wählt, sondern von dem Längen- 
mafs abhängig macht in folgender Weise: Man wählt als 
Flächenmafs das Quadrat, dessen Seite gleich dem Längenmals 
ist, und als Baummafs den Würfel, dessen Kante gleich dem 
Längenmafs ist, und schafil so ein Mafssystem von zu- 
sammengehörigen Mafsen für Längen, Flächen und 
Bäumen. In diesem Sinne sind 1. Meter (m), Quadratmeter (qm), 
Cubikmeter (cbm); 2. Decimeter (dem), Quadratdecimeter 
(qdcm) und Cubikdecimeter (cbdcm) oder Liter (1); 3. Centi- 
meter (cm), Quadratcentimeter (qcm), Cubikcentimeter (cbcm) 
und im nichtmetrischen System z. B. 4. Fufs, Quadratfufs, 
Cubikfufs zusammengehörige Mafse. Man bestimmt also 
bei der Wahl der Längeneinheit gleichzeitig die Flächeneinheit 
und die Baumeinheit. 

Hier sei gleich bemerkt, dafs zu diesen räumüchen 
Mafsen die Gewichtsmafse in engste Beziehung gebracht 
werden durch folgende Definition der Gewichtseinheit, 
des Gramms: Ein cbcm Wasser von 4^ C. wiegt (im 
Niveau des Meeresspiegels unter 45^ geogr. Breite) ein 
Gramm. — Aus dieser Definition folgt unter denselben 
physikalischen Nebenbedingungen: 
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1 cbdcm Wasser wiegt 1 Kilogramm (kg) = 1000 gr. 
1 cbm „ „ 1 Tomie (t) = 1000 kg. 

In diesem Simie ist das Gramm die zum Centimeter^ 
das Kilogramm die zum Decimeter, die Tomie die zmn 
Meter zugehörige Gewichtseinheit. 

Bei Benutzung dieser zu den Län&ceneinheiten zu&cehorigen 
Gewichteeinheiten gewinnt man dTlolgende Bezi£mgT 

Die MaTszahl des Kauminhalts (des Volumens) eines 
Körpers wird gleich der MaTszahl seines G^wichts^ falls man 
seinen Bauminhalt als vom Wasser erfüllt ansieht. — Benutzt 
man endlich die Definition: ^^Das spezifische Gewicht 
einer Substanz ist die Zabl^ welche angiebt^ wievielmal so 
schwer ein Volumen dieser Substanz ist als das gleiche 
Volumen Wasser*^, so gelangt man zu folgendem^ ffir viele 
Eechnungen wichtigen Satze: 

Bedeutet V die MaTszahl für das Volumen eines Körpers, 
ist s sein spezifisches Gewicht und ist G die MaTszahl seines 
Gewichts, gemessen mit der Gewichtseinheit, die zu dem be- 
nutzten räumlichen MaTse zugehört, so ist stets 

Mit Hilfe des spezifischen Gewichtes eines Körpers 
kann man also aus dem Volumen desselben auf sein Ge- 
wicht, und umgekehrt aus seinem Gewicht auf sein Volumen 
schlieTsen. 

Einen Rauminhalt, ein Volumen ausmessen, heiTst: An- 
geben, wie oft die vorgeschriebene Baumeinheit in dem ge- 
gebenen Rauminhalt enthalten ist. Die direkte Ausftihrung 
dieser Bestimmung stöTst auf noch gröTsere Schwierigkeiten, 
als die direkte Ausmessung einer gegebenen Fläche durch 
eine vorgeschriebene Flächeneinheit Wie aber in der Plani- 
metrie die Ausmessung von Flächen auf diejenige von 
* Strecken zurückgeföhrt wird, so wird auch in der Stereo- 
metrie gezeigt, wie der Rauminhalt von Körpern ebenfalls 
aus Streckenmessungen durch Rechnung gefunden werden 
kann. Die dazu erforderlichen Formeln werden in diesem 
Abschnitt abgeleitet. Dabei wird für die Ausmessung von 
Strecken, Flächen und Räumen stets die Anwendung zu- 
sammengehöriger Strecken-, Flächen- und RaummaTse 
vorausgesetzt. 
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§ 15. Prismatische und pyramidale Gebilde. 

Legt man Ebenenstacke durch je zwei aufeinander 
folgende Strahlen eines (raumlichen) Bündels paralleler 
Strahlen, so schlieTsen diese Ebenenstücke einen prisma- 
tischen Raum ein. — Legt man Ebenenstücke durch je 
zwei aufeinander folgende Halbstrahlen eines (räumKchen) 
Strahlenbündels, so schliefsen diese Ebenenstücke einen 
pyramidalen Baum ein. Der Schnittpunkt der Strahlen 
oder der Trager des Strahlenbündels heifst Scheitel des 
pyramidalen Raums. - Schneidet man den prismatischen 

Baum durch zwei parallele Ebenen, 
so entsteht zwischen denselben ein 
Prisma. Stehen die Kanten des 
prismatischen Baums senkrecht auf 
den schneidenden Ebenen, so wird das 
entstehende Prisma als gerades 
Prisma, andernfalls als schiefes 
Prisma bezeichnet. Schneidet man 
den pyramidalen Baum durch eine 
Ebene, so entsteht zwischen dem 
Scheitel und der Ebene eine Pyra- 
mide. Die Schnittfigur der Ebene 
mit dem pyramidalen Baume ist 
ein Polygon. Besitzt dieses Polygon 
einen umschriebenen Kreis, und Kegt 
der Scheitel der Pyramide senkrecht 
über dem Mittelpunkt dieses Kreises, so wird die Pyramide als 
gerade Pyramide, andernfalls als schiefe Pyramide bezeichnet. 
Schneidet man den pyramidalen Baum durch zwei parallele 
Ebenen, so entsteht zwischen ihnen ein Pyramidenstumpf. 
— Schneidet man den prismatischen Baum durch zwei nicht 
parallele Ebenen, so entsteht zwischen ihnen ein schief 
abgeschnittenes Prisma. — Schneidet man den pyra- 
midalen Baum durch zwei nicht parallele Ebenen, so entsteht 
zwischen ihnen ein schief abgeschnittener Pyramiden- 
stumpf. 

Lehrsatz: Jeder prismatische Baum wird durch 
parallele Ebenen in kongruenten Figuren geschnitten 
(Fig. 28). 




Hg. S8. 
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Vor.: 1) ÄÄ' II BB' II CC% u. s. w., 2) E II E\ 

Beh.: ABGBF . . . ^ A'B'C'B'F' . . . 
Bew.: Es ist 

AB II AB% BGW B'C% u. s. w. 

Denn, wenn zwei parallele Ebenen E und E^ von einer 
Transversalebene geschnitten werden, sind die Schnittstrahlen 
parallel. Mithin ist 

AB^A'B\ BC = B'C% u. s. w. 

als Gegenseiten in' Parallelogrammen. Endlich ist 

Z ABC = Z A'B'C% Z BCB « Z B'C'B% u. s. w. 

Denn Winkel im Baum mit 
parallelen Schenkeln sind 
gleich. Also sind die Poly- 
gone ABCDF . . . und 
A'B'C'B'F' . . . kongruent 

Lehrsatz: Jeder pyra- 
midale Baum wird durch 
parallele Ebenen in ähn- 
lichen Figuren geschnit- 
ten. Die Inhalte dieser 
Figuren verhalten sich 
wie die Quadrate ihrer A'l^^ — 
Abstände vom Scheitel 
der Pyramide (Fig. 29). 

Vor.: E\\E% 8GG'±E 
und ±E\ 

Beh.: 1. ABGBF... 
o^A'B'CB'I'... 

Bew.: Man falle 8G'±E\ 8G' schneidet E in G. 
Man zeichne eine Ebene^ welche 8B^ und 8G^ enthalt. Sie 
schneidet E m BG und JE' in B'G\ Es ist BG\\B'G\ 
Ferner ist 

AB II A'B% BC II B'G% u. s. w. 

Daraus folgte dafs 

(1) AABG^A A'B'G% Z BGB = Z B'G'B\ u. s. w. 
ist. 

Bohnert, Elementare Stereometrie. 8 
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Fig. 29. 
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Nach dem ProportLonatsatz der ebenen Geometrie ist 
AB.A'B'^SB'.SB' und BC : B'C'^SB : 8B% 

mifhin 

(2) AB : A'B'= BG : B'C\ 

Analog wird geschlossen^ dafs 

BC : B'C« CD : C'D% u. s. w. 

ist. Damit ist die Ähnlichkeit der Polygone ABCDF . . . 
und A'B'G'D'F' . . . erwiesen. Die Inhalte dieser Polygone 
werden mit J und J' bezeichnet. 

Nach dem Satze: y^ie Inhalte ähnlicher Figuren ver- 
halten sich wie die Quadrate homologer Strecken in den- 
selben^^ ist 

JxJ'^(ABY:(,A^B^y. 
Da aber 

AB : A'B'== SB : SB'= SG : 8G' 

ist^ folgt auch 

J:J'={8GY:(8Gy. 

Damit ist der zweite Teil der Behauptung erwiesen. 

§ 16. Das Cayallerisehe Prinzip. 

Den inhaltsgleichen Figuren der Planimetrie als allseitig 
begrenzten Stücken von Ebenen kommt keine Dicken- 
ausdehnung zu. Die Betrachtangen über flachengleiche 
Figuren der Planimetrie bleiben aber gültig, wenn man den 
betrachteten Figuren eine gewisse, sehr geringe Dicken- 
ausdehnung in dem Sinne zuschreibt^ dafs man sich diese 
Figuren etwa aus einem homogenen ebenen Blatte aus- 
geschnitten denkt; welches überall gleiche, sehr geringe Dicke 
besitzt, d. h. aus einem Blatte, welches zwei Seiten^ eine 
Vorder- und eine Bückseite besitzt, die zu einander parallel 
in sehr geringem, bezw. unendlich kleinem Abstand von- 
einander verlaufen. Figuren, denen solche Dickenausdehnung 
zugeschrieben wird, sollen im folgenden vorübergehend als 
„Schablonen" bezeichnet werden. Schneidet man einen 
Körper durch unendlich viele, unendlich benachbarte parallele 
Ebenen, so zerfallt er in unendlich viele Schablonen. Der 
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Körper ist gleich der Summe der ihn zusammensetzenden 
Schablonen. Es ist dabei gleichgültige ob man die Schicht 
zwischen zwei unendlich benachbarten Ebenen als Schablone 
.betrachten will^ oder ob man den parallelen Ebenen selbst 
die Dicke von Schablonen beimessen^ und dann diese Ebenen 
in unmittelbarer Berührung mit ihren Nachbarebenen auf- 
einandergelegt sich vorstellen will. 

Nach diesen Vorbemerkungen leuchtet die Bichtigkeit 
des Cavalierischen Prinzips ein, welches lautet: Lassen 
sich zwei Korper so zwischen zwei parallele Ebenen 
legen, dafs jede dritte Ebene, parallel zu den beiden 




Fig. 30. 



ersten, beide Körper in gleichen Querschnitten 
(Schablonen) schneidet, so haben die beiden Körper 
gleichen Rauminhalt. (Bonaventura Cavalieri, f 1647.) 
Die Tragweite dieses Prinzips ist aufserordenüich grofs. 
Im folgenden soll die Berechnung des Inhalts aller einfachen 
Körper mit seiner Hilfe durchgeführt werden. 



§ 17. Gleichheit yon Prismen, Gleichheit von Pyramiden. 

Lehrsatz: Prismen von gleicher Grundfläche 
und gleicher Höhe sind inhaltsgleich (Fig. 30). 

Vor.: Die Grundflachen G und 6r' der beiden Prismen 
sind flächengleich. Die Höhen h und Ä' der beiden Prismen 
sind gleich. 

Beh.: Die Prism^ninhalte J und J' sind raumgleich. 

3* 
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Bew.: Da die Prismen gleiche Hohe haben^ kann man 
beide zwischen dieselben zwei Parallelebenen legen. Eine 
Ebene parallel zu diesen im beliebigen Abstände x von einer 
derselben schneidet die Prismen in den Querschnitten Q 
und Q\ BsL Q^G== G'^ Q' ist, so ist die Bedmgang des 
Cavalierischen Prinzips erfüllt: Man kann sich das eine 
Prisma aus einer grofsen Zahl ^^Schablonen^' der G^talt 
und Gröfse Q, das andere aus ebensoviel y^Schablonen^*^ der 
Gestalt und Gröfse Q' angebaut denken. Da diese 
Schablonen paarweise gleich sind, so sind die Bauminhalte 
der Prismen gleich. 

Lehrsatz: Pyramiden von gleicher Grundfläche 
und gleicher Höhe sind inhaltsgleich (Fig. 31). 
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Fig. 81. 

Vor.: Die Grandflächeu G und G' der beiden Pyramiden 
sind äächengleich. Die Höhen h und h' der beiden Pyra- 
miden sind gleich. 

Beh.: Die Pyramideninhalte J und J' sind inhaltsgleich. 

Bew.: Da die Pyramiden gleiche Höhe haben^ kann 
man beide zwischen dieselben zwei Parallelebenen l^n. 
Eine Ebene parallel zu diesen im beliebigen Abstände x von 
der oberen Parallelebene schneidet die Pyramiden in den 
Querschnitten Q und Q\ Da 

Q = G.^ und <2'=ö'.-^ 

ist^ so ist Q = Q' und damit die Bedingung des Cavalierischen 
Prinzips erfüllt: Man kann sich die eine Pyramide aus einer 
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grofsen Zahl einander ähnlicher Schablonen der Gestalt Q, 
die andere aus ebensovielen einander ahnlichen Schablonen 
der Gestalt Q' aufgebaut denken. Da die Schablonen der 
einen und der andern Art paarweise gleich sind^ so sind 
die Rauminhalte der Pyramiden gleich. 



§ 18. Prismen yon gleicher Grundfläche. 

Lehrsatz: Prismen von gleicher Grundfläche 
verhalten sich wie die Mafszahlen ihrer Höhen 
(Fig. 32*)). 




Fig. 32. 

Vor.: G = G% Ä : h'^p : q. (Ä und Ä' sind Strecken, 
p und q sind Zahlen.) 

Beh.: Ji J'=p : q. 

Bew.: Weil hih'=^p:q ist, giebt es ein Strecken- 
mafs jjLf welches sich auf h p-msl und auf h' g-mal ab- 
tragen Mst Trägt man dieses Mafs fx auf den Höhen jp-mal 
und $-mal ab, und legt man durch die Teilpunkte Parallel- 
ebenen zu den Grundflachen G und 6r', so zerfällt der 
Inhalt J des einen Prisma in p unter sich kons^ruente 
Prismen i, und der Inhalt J' des anderen Prisma 'm q miter 
sich kongruente Prismen i\ Aulserdem ist aber jedes 
Prisma % inhaltsgleich jedem Prisma i'y da diese Prismen 
gleiche Grundflächen G und G' und dieselbe Höhe fx haben. 

*) Im Interesse der Anschaolichkeit sind in der Figur zwei 
gerade Prismen gezeichnet. Der Beweis gilt för gerade wie für 
schiefe Prismen. 
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i = i' ist also ein Raumma&y welches in J p^msl, in J' q-mal 
enthalten ist D. h. es ist 

J: J'=p : q. 

Wenn i> und <; inkommensurable Zahlen sind, so läTst 
sich durch Grenzbetrachtungen, wie dieselben in der Plani- 
metrie üblich, auch tai diesen Fall die Bichtigkeit der 
Betrachtung erweisen. 

§ 19. Das rechtwinklige Faralleleplped oder die Kiste. 

Ein Prisma, welches Parallelc^ramme als Grundflachen 
besitzt, wird als Parallelepiped bezeichnet. Ein gerades 
Prisma, welches Rechtecke als Grundflachen besitzt, wird 
im besondem als rechtwinkliges Parallelepiped oder 
kürzer und besser als Kiste bezeichnet. — Eine Kiste hat 
acht Ecken, sechs Seitenflächen, die paarweise gleich sind, 
und zwölf Kanten, die zu je vieren einander gleich sind 
(Fig. 33). Insofern den zwölf Kanten einer Kiste nur drei 
verschiedene Langen zukommen, spricht man auch von 
den drei Kanten einer Kiste. Jede Seitenfläche der Kiste 
kann als Grundfläche, die auf ihr senkrechte Kante als 
Höhe der Eoste betrachtet werden. Jeder ebene Schnitt durch 
zwei gegenüberliegende Kanten der Kiste hat die Gestalt 
eines Bechtecks. Es sind sechs derartige Schnitte möglich, 
die paarweise kongruent sind. Je zwei kongruente Schnitte 
dieser Art schneiden sich in einer Symmetrieachse der 
Kiste. Die Kiste hat drei Symmetrieachsen. Dieselben 
stehen aufeinander senkrecht und sind den jedesmal zu ihnen 
parallelen Klanten der Kiste gleich. Die Kiste hat vier 
unter sich gleichlange Hauptdiagonalen, die je zwei gegen- 
überliegende Ecken verbinden. Jede Hauptdiagonale kann 
als Schnittlinie dreier nicht kongruenter Schnittflächen be- 
trachtet werden, die längs paarweise gegenüberliegenden 
Kanten der Kiste geführt sind. Sind a, b, c die Mafs- 
zahlen der drei Kanten einer Kiste, so ist 

d=^'^a^ + b^ + c2 

die Mafszahl der Länge einer Hauptdiagonale. 

Eine Kiste mit lauter gleichen Kanten heifst Würfel. 

Für die Hauptdiagonale des Würfels ist d = a /sT . 
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Lehrsatz: Die Inhalte zweier Kisten verhalten 
sich wie die Produkte der Mafszahlen ihrer drei 
Kanten (Fig. 33). 

Vor.: Die Kanten der Kiste J betragen a, 6, c Längen- 
einheiten. Die Kanten der Kiste J' betragen a', 6', c' 
Längeneinheiten. 

Beh.: Die Lihalte der Kisten verhalten sich wie 
ahc : a'h'c'. 

Bew.: Man betrachte aufser den Kisten J und X zwei 
andere: H und J?', welche Kanten von a, 6, c', bezw. 
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Fig. 88. 

a, h\ c' Längeneinheiten besitzen. Dann haben J und H 
die gemeinsame Grundfläche ab. Folglich ist 

(1) J:H==c:c\ 

JJund H' haben die gemeinsame Orondflache ac\ FolgKch ist 

(2) H:H'=b:b\ 

IT und J' haben die gemeinsame Grundfläche b'c. Folglich ist 

(3) H':J'=a:a\ 
Also ist 



T TT TT TT* TT' ^ T' 

c b a 



mithin 



oder endlich 



y abc ^, 
a oc 

r 

J : J' = abc : a'Vc\ 
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Lehrsatz: Die Mafszahl des Inhalts J einer 
Kiste ist gleich dem Produkt der Mafszahlen der 
drei Kanten. 

Vor.: Die Spanten der Kiste J betragen a^ b, c Längen- 
einheiten. 

Beh.: J = a -b * c Saumeinheiten. 

Bew.: Vergleicht man den Lihalt der Kiste J (Fig. 34) 
mit der Baumemheit, d. h. mit einem Würfel^ dessen Kanten 
der Längeneinheit gleich sind^ so ist nach dem vorigen Satze 

J : Baumeinheit = abc : 1 • 1 • 1 

oder 

J=abc Baumeinheiten ^ 

wo die benutzte Baumeinheit im Sinne des § 14 der zur 
Messung der Kanten benutzten Längeneinheit zugehört. 
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Fig. 84. 

Zusatz 1: Die Mafszahl des Inhalts der Kiste J ist 
gleich dem Produkt der Mafszahlen für die Grundfläche O 
und die Höhe h der Kiste. 

Zusatz 2: Die Mafszahl des Inhalts des Würfels W 
ist gleich dem Cubus oder der dritten Potenz der Maiszahl 
für die Länge a der Würfelkante. 

Bemerkung: Künftig soll, im Interesse einer verein- 
fachten Ausdrucksweise, allgemein folgende Methode der 
Bezeichnung gebraucht werden: Sind a, 6, c, . . . die Be- 
zeichnungen von Strecken, GyF^ . . , die von Flächen- 
inhalten, JyHy... die von Bauminhalten, so sollen 
diese Gröfsen, sobald sie rechnungsmäfsig (durch 
die sieben Grundrechenoperationen oder durch Gleichheits- 
zeichen) verbunden auftreten, nicht die Strecken, 
Flächen, Körper selbst, sondern nur die Mafs- 
zahlen dieser Gröfsen, in zusammengehörigen 
Mafsen gemessen, darstellen. — Kommt z,^. der Aus- 
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dmck 6r : a vor, so soll derselbe den Quotienten aus der 
Malszahl der Flache G und der Maiszahl der Strecke a 
darstellen, nicht aber die in sich unsinnige und darum un- 
ausführbare Forderung enthalten, eine Fläche durch eine 
Strecke zu teilen. Und eine Gleichung, wie J^^ahCj soll, 
wenn mit J der Inhalt eines Körpers, mit a, &, c drei 
Strecken bezeichnet werden, nur besagen: Die Mafszahl 
für den Rauminhalt des Körpers ist gleich dem Produkt 
der Mafszahlen der drei Strecken. 

Bei solcher Bezeichnungsweise erhält man als Ergebnis 
dieses Paragraphen: Bedeutet J den Inhalt, die Ober- 
flache, G die Gnmdfläche, h die Höhe, d die Hauptdiago- 
nale einer Kiste so ist für dieselbe, 

und für den Würfel, bei analoger Bedeutung der Buch- 
staben 

J:^a^, 0^6a^, d^a^S. 

§ 20. Prisma und Pyramide. 

Lehrsatz: Der Inhalt J eines Prisma von der 
Grundfläche G, und der Höhe h ist bestimmt durch 
die Gleichung 

Bew.: Nach dem Cavalierischen Prinzip hat das (gerade 
oder schiefe) Prisma von der Grundflache G und der Höhe h 
gleichen Inhalt mit einer Kiste von der Grundfläche G und 
der Höhe h. Mithin ist J = G »h. 

Lehrsatz: Der Inhalt J einer Pyramide von der 
Grundfläche G und der Höhe h ist bestimmt durch 
die Gleichung 

Bew.: Nach dem Cavalierischen Prinzip hat die (gerade 
oder schiefe) n-seitige Pyramide von der Grundfläche G und 
der Höhe h gleichen Inhalt mit einer dreiseitigen Pyramide 
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III. Abflohnitt. Tom Baaminlialt einfacher Körper. 




von der Grandfläche G und der Höhe h. In Figur 35 
stellt A' (A3C) eine solche dreiseitige Pyramide dar, in 
welcher Ä'Ä^h senkrecht auf ABC steht Man ziehe 
A'B' parallel AB, AG' paraUel ACy BB' und CG' 
parallel AA, so begrenzen diese Linien mit den ursprüng- 
lichen zusammen ein Prisma von der Grundflache G und der 

Höhe hy mithin vom Inhalte 
G ' h. Es lafst sich zeigen, dais 
die Pyramide A' {AB G) ein 
Drittel des Prisma ist. Man 
schneide durch die Ebene A'BG 
die Pyramide A' (ABG) wieder 
vom Prisma ab. Dann bleibt die 
vierseitige Pyramide ^'(JS'C'^ (7) 
übrig. Diese zerlege man durch 
die Ebene A'BG* in die drei- 
seitigenPyramiden J.'(J5' (7J5)und 
A(BGGy Dieselben sind gleich, 
weil sie gleiche Grundflächen 
und dieselbe Höhe besitzen. 
Fig. 86. Eine von ihnen, A'{BGG'), kann 

auch als Pyramide B{A'G'G) 
mit der Spitze -Bund der Grundfläche {A' C &)angesehen werden. 
Sieht man gleichzeitig die zuerst abgeschnittene Pyramide 
A'{ABG) als Pyramide B{ACA') mit der Spitze B und der 
Grundfläche AGA' an, so erkennt man die Gleichheit auch 
dieser Pyramiden aus der Gleichheit ihrer Grundflächen und 
Höhen. Damit ist gezeigt, dafs die Pyramide A'{ABG) ein 
Drittel des Prisma vom Inhalt G • h ist, oder dafs endlich 
für jede Pyramide 

ist. 

§ 21. Gyllnder und Kegel. 

A. Der Cylinder. 

Führt man längs einer geschlossenen, ebenen Kurve 
eine Strecke als Leitlinie derart, dafs dieselbe bei der Be- 
wegung sich selbst parallel bleibt, und ihr einer Endpunkt 
die Kurve beschreibt, so beschreibt der andere Endpunkt 
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eine kongruente Kurve in einer zu der ersten Ebene 
parallelen Ebene. Der Körper, der von den beiden Ebenen- 
stücken innerhalb der geschlossenen Kurven und von der 
geschlossenen Fläche begrenzt ist, welche die Leitlinie in 
ihrer Bewegung beschreibt, heifst ein Cy linder (Fig. 36). 




Fig. 86. 



Die Ebenenstücke innerhalb der geschlossenen Kurven 
werden als die Grundflächen, die von der Leitlinie er- 
zeugte Flache wird als der Mantel des Cylinders bezeichnet. 
Cylinder mit kreisförmiger Grundfläche heifsen Kreis- 
cylinder (Fig. 37). 




Flg. 87. 

liegen die Grundflächen eines Cylinders senkrecht über- 
einander, derart, dafs die Besrenzungskurve der einen 
Grundfl^he die 'Prdektion der ^deren^ Begrenznng8kur.e 
auf sie ist, so heilst der Cylinder ein gerader Cylinder 
(Fig. 38). — Ebenen parallel zu den Grundflächen eines 
Cylinders schneiden denselben in Flächen, die den Grund- 
flächen kongruent sind (H^G^ G-, Fig. 36). — Ln Kreis- 
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cjlinder heifst die Linie, welche die Mitten und 0' der 
Grandflachen verbindet, Achse des Cylinders. Jeder ebene 
Schnitt durch einen KreiscjUnder l&3gs der Achse heifst 
Achsenschnitt desselben. Die Achsenschnitte eines ge? 

raden Kreiscylinders sind kon- 
gruente Rechtecke (ABA'B' 
^ CDC'D% Fig. 38). 

Lehrsatz: Ist r der Radius 
des Grundkreises und h die 
Hohe eines Kreiscjlinders, so 
ist der Inhalt J des Kreis- 
cylinders bestimmt durch die 
Gleichung 



Bew. : Nach dem Cavalierischen 
B^ Prinzip ist der Inhalt J des Kreis- 
cylinders gleich dem einer Eoste 
von der Reichen Grundfläche tet^ 
und der Reichen Höhe h. Mithin ist JT«« nr^ • &. 

Lehrsatz: Ist M der Mantel, die Oberfläche 
eines geraden Ereiscjlinders^ so sind Mantel und 
Oberfläche bestimmt durch die Gleichungen 

Jf «= 2nr • h 

0^2nr*h + 2nr^. 

Bew.: Schneidet man den Mantel längs der Leitlinie 
auf und wickelt ihn in eine Ebene ab^ so entsteht ein 
Rechteck mit den Seiten 2nr und hj also vom Inhalt 
2jrr«&. — Die Oberfläche ist gleich dem Mantel^ vermehrt 
um die beiden^ die Grundflächen darstellenden Kreisflächen. 




B. Der Kegel. 

Man bewege einen Strahl derart, dafs einer seiner 
Punkte in eiaem festen Punkte 8 ruht, während der Strahl 
als Leitlinie längs einer ebenen, geschlossenen Kurve gleitet, 
deren Ebene nicht durch den festen Punkt S des Strahles 
geht. Der Körper, welcher von dem Ebenenstück inner- 
halb der geschlossenen Kurve und von der geschlossenen 
Fläche begrenzt wird, welche die Leitlinie in ihrer Bewegung 
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beschreibt, heifst ein Kegel (Fig. 39). Das Ebenenstück 
innei'halb der geschlossenen Kurve wird als die Grund- 
fläche, der feste Punkt 8 der Leitlinie wird als die 
8pitze, die von der LeitUnie er- 
zengte Fläche als Mantel des 
Kegels bezeichnet. Kegel mit kreis- 
förmiger Grundfläche heifsen Kreis- 
kegel (Fig. 40). Die Verbindungs- 
linie der Spitze mit der Mitte der 
Grundfläche heifst die Achse des 
Kegels. Liegt die Spitze des Kreis- 
kegels auf der im Mittelpunkt der 
Grundfläche errichteten Senkrechten, 
so heilst der Kegel ein gerader 
Kreiskegel (Fig. 41). Ebenen 
parallel zur Grundfläche eines Kegels 
schneiden denselben in Flächen, die der Grundfläche ähnlich 
sind (-ff CV3 (?), Die Inhalte dieser Figuren verhalten sich wie 
die Quadrate ihrer Abstände vom Scheitel. — Jeder ebene 
Schnitt durch einen Kegel längs der Achse heifst Achsen- 




Fig. 39. 





Fig. 40. 

schnitt desselben. Die Achsenschnitte eines geraden Kreis- 
kegels sind gleichschenklige, kongruente Dreiecke {ASB 
^ CSD, Fig. 41). 

Lehrsatz: Ist r der Radius des Grundkreises 
Ä die Höhe eines Kreiskegels, so ist der Inhalt J 
des Kreiskegels bestimmt durch die Gleichung 



jtr 



9 



h. 
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Bew.: Nach dem Cavalierischen Prinzip ist der Inhalt J 
des Kreiskegels gleich dem einer Pyramide von der gleichen 
Grundfläche nr^ und der gleichen Höhe %. Mithin ist 

1 
J ^ — nf^ • Ä. 

d 

Lehrsatz: Ist M der Mantel^ die Oberflache, 
s die Leitlinie eines geraden Kreiskegels, so sind 
Mantel und Oberfläche bestimmt durch die Glei- 
chungen 

Bew.: Schneidet man den Mantel des Kegels (Fig. 42) 
längs der Leitlinie auf und wickelt ihn in eine Ebene ab, 




Fig. 42. 



so entsteht ein Kreissektor vom Badius 5 und der Bogen- 
länge 2jrr, mithin vom Inhalt nrs. — Die Oberfläche ist 
gleich dem Mantel, vermehrt um die Grundfläche^ also 

= nrs + 7tr^ = jrr (s + ^)- 



§ 22. Aufgaben zu § 14 bis § 21. 

A. Kisten. 

1. Die Kirnten einer Easte sind n = 3 mal so grofs als 
die entsprechenden Kanten einer anderen Kiste. Wie viel 
mal so grofs sind Oberfläche und Inhalt J der ersten 
Kiste als die entsprechenden Grofsen der zweiten? 

Lösung: = n« 0' -= 9 0'; JT = n V = 27 J\ 
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2. Die Kanten einer Kiste sind 15 cm, 16 cm, 8 cm 
lang. Welchen Inhalt J und welche Oberfläche hat die 
Kiste? 

Lösung: J'= 1920 cbcm, = 976 qcm.* 

3. Eine Kiste hat den Inhalt J = 1000 cbcm und die 
Kanten a = 10 cm, 6 = 20 cm. Wie grofs ist die dritte 
Kante c? 

Losung: c = — ^ == 5 cm. 

ab 

4. Für eine Kiste ist die Oberfläche = 2,5 qm, die 
Grundfläche G = 0,25 qm, die Summe der Grundkanten 
a + 6 = 1 m. Wie grofs ist der Inhalt J der Kiste ? 

Lösung : JT = 0,25 cbm . 

5. Für eine Kiste sind die Flächeninhalte der drei 
* Schnittflächen durch je zwei gegenüberliegende Kanten bezw. 

104 qcm, 12/89 qcm und 20/13 qcm. Wie lang siud die 
Kanten? 

Lösung: a = 8 cm, 6 = 12 cm, c = 5 cm. 

6. Eine Kiste hat die Oberfläche = 280 qcm, eine 

Seitenwand a • 6=50 qcm und die Hauptdiagonale i = /lOl cm. 
Wie lang sind die Kanten? 

Lösung: a = 5 cm, 6 = 10 cm, c = 6 cm. 

B. Andere Prismen. 

7. F.m schiefes Prisma hat als Grundfläche ein Parallelo- 
gramm 6r = 30 qm. Die Höhe des Prisma ist Ä = 5 m. Eine 
Seitenfläche ist S = 20 qm. Welchen Inhalt J hat das 
Prisma? Welchen Abstand Ä' hat S von der gegenüber- 
liegenden Seitenfläche? 

Lösung: J == 150 cbm, Ä'= 7,5 m. 

8. Ein regelmäfsiges, gerades, sechsseitiges Prisma vom 

Inhalt «7= 540 y 3 cbcm hat die Höhe Ä = 10 cm. Wie lang 
ist die Grundkante a? Wie grofs ist die Oberfläche des 
Prisma? 

Lösung: a == 6 cm, = (360 + 108 /s) qcm. 

9. Der Achsenschnitt durch eine Seitenkante eines 
quadratischen, geraden Prisma ist ein Quadrat vom Flächen- 
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inhalt q^ « 49 qcm. Wie grofs sind Grandflache G, Lüialt J 
und Oberflache des Prisma? 
Lösung: 

6r = ^ = 24,5 qcm, JT = ^ — 171,5 cbcm, 

== ff8(2 y2 + 1) = 187,5 qcm . 

10. Ein gleichseitiges, gerades, dreiseitiges Prisma ist 
einer Kugel vom Badius ^ == 1 m so umschrieben, da(s alle 
Flächen des Prisma die Kugel berühren. Wie grois sind 
Inhalt J imd Oberflache des Prisma? 

Losung: 

e7« 6^8/3 — 10,393 cbm, 0= 18^«/3 = 31,1778 qm. 

11. In eiue Kugel vom Radius r == 1 m ist ein regel- 
mäfsiges, gerades, quadratisches Prisma so embeschrieben, 
dafs alle Prismenecken auf der Kugeloberflache liegen. Die 
Höhe des Prisma betragt Ä = f m. Wie grofs ist die Grund- 
kante a des Prisma? 

Lösung: a = 0,849 m . 

12. Ein tafeKörmiges, hölzernes Prisma von der Grund- 
fläche G = 100 qcm und der Höhe h = 5 cm schwinunt im 
Wasser. Zu welcher Tiefe t sinkt es im Wasser ein? Zu 
welcher Tiefe ^ würde es in Petroleum einsinken? Das 
spezifische Gewicht des Holzes ist 0,7, das des Petroleums 0,84. 

Lösung: t = 3,5 cm, ^ = 4,17 cm. 

13. Ein quadratisches Prisma von der Grundkante 

a = 10 cm schwimmt mit horizontal liegender Achse im 

Wasser. Nur zwei Grundkanten ragen an jedem Ende 

^ *= 3 cm weit aus dem Wasser hervor. Welches spezifische 

Gewicht hat die Substanz des Prisma? 

2a^ 1)2 

Lösung: s = — ^ = 0,955 . 



C. Pyramiden. 

14. Der Inhalt einer schiefen Pyramide betragt J=i cbm. 
Die Grundfläche betragt G = i qm. Wie gross ist die 
Höhe Ä der Pyramide? 

Lösung: Ä = 3 m. 



§ 22. Aufgaben zu § 14 bis § 21. 49 

15. Wieviel wiegt eine gerade, regelmäfsige, zehnseitige 
Pyramide aus Holz, deren Grundfläche einem Kreise vom 
S^dius r = 10 cm einbeschrieben ist und deren Seitenkante 
6 = 13 cm ist? (Spezifisches Gewicht des Holzes s = 0,7.) 

Lösung: 



6?=:^}^10 — 2y5 . r2.y62_r2. 5 = 569,6 gr. 

16. Der Achsenschnitt durch eine Seitenkante einer 
geraden, regelmäfsigen, sechsseitigen Pyramide ist ein gleich- 
seitiges Dreieck von der Kante 2a. Wie grofs sind In- 
halt J und Oberfläche der Pyramide? 

Lösung: J=^, = ^(/3 + yi5). 

17. In eine gerade, quadratische Pyramide von der 
Grundkante a = 20 cm und der Höhe Ä = 15 cm ist ein 
Würfel so hineingestellt, dafs die Grundflächen beider Körper 
in dieselbe Ebene fallen, und vier Ecken des Würfels auf 
den vier Seitenkanten der Pyramide liegen. Wie verhält 
sich der Würfelinhalt J^ zum Pyramideninhalt J^ ? 

Lösung: J^ : J^ = 3h^ a : {h + ä)^ = 108 : 343 . 

18. Welchen Inhalt J und welche Oberfläche hat 
eine quadratische Doppelpyramide mit lauter gleichen Kimtena 
(ein regelmäfsiges Oktaeder)? 

Lösung: J^=|-/2, 0===2a^^. 

19. Wie grofs sind die Radien r und q der Kugeln, 
die einem regelmäfsigen Oktaeder von der Kantenlänge a 
um- und einbeschrieben werden können? 



Lösung: ^ = |/2, ^^iVs' 



20. Wie grofs ist die Kante a einer dreiseitigen Pyra- 
mide mit lauter gleichen Kanten (eines regelmäfsigen Tetra- 
eders), wenn ihr Inhalt J ist? 

Lösung: a = y6J'ß. 

21. Wie grofs ist der Radius r der Kugel, die einem 
r^elmäfsigen Tetraeder von der Kante a einbeschrieben 
werden kann? 

Bohnert; Elementare Stereometrie. 4 
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Losung: r 



2 |/2- 



22. In ein regelmafsiges Tetraeder von der Kante a 
ist eine Kugel einbeschrieben^ die die vier Flachen desselben 
berührt Wie grofs ist der Radius der Kugel? 



Losung: q 



er 2' 



D. Cylinder. 



23. Wie grofs ist der Bodendruck D in einem 
cylindrischen Ge&fs vom Sadius r der Grundfläche^ welches 
bis zur Höhe h mit einer Flüssigkeit vom spezifischen 
Gewicht s gefüllt ist? 

Lösung: D = jr r^ • Ä • s . 

24. Ein Rechteck mit den Kanten a und h rotiert ein- 
mal um die Kante a^ das andere Mal um die Ejmte h. 
Wie verhalten sich zu einander die Inhalte e^^ und J^ und 
femer die Mäntel M^ und Jfg der Cylinder, welche von 
dem rotierenden Rechteck beschrieben werden? 

Lösung: J^iJ^^hia, M^ = M^ • 

25. Der Achsenschnitt eines geraden Cylinders ist ein 
Quadrat von dem Inhalt F , Wie grofs sind Grundfläche 6r, 
Inhalt J, Mantel M und Oberfläche des Cylinders? 

Lösung: G^^^F, J=:^.^, M=7t'F, 

26. Eine eiserne Röhrenleitung von 7 = 40 m Länge 
hat den äüfseren Durchmesser 2r = 10cm, den inneren 
Durchmesser 2^ = 8 cm. Das Eisen hat das spezifische Ge- 
wicht s= 7,8. Wieviel Klilogramm wiegt die Leitung? (7r=3,14.) 

Lösung: 881,7 kg. 

27. Im Mafscjlinder eines Regenmessers befinden sich 
nach einem Regenfall 600 cbcm Wasser. Diese Menge ist 
durch ein cylindrisches, offenes Gefafs aufgefangen, dessen 
Grundradius 30 cm beträgt Wie grofs ist die Höhe dieses 



§ 22. Aufgaben zn § 14 bis § 21. 51 

Begenfalles, d. h. wie hoch hätte das Wasser auf der Erde 
nach demselben gestanden , wenn nichts abgeflossen wäre? 



("=?•) 



Lösung: 1,9 cm. 



28. In einer kleinen hydraulischen Presse hatderCylinder 
des Druckkolbens 1 cm inneren Radius, und der Druck- 
kolben hat 27 cm Hubhöhe. Wie hoch wird der Stempel 
des weiteren Cylinders von 30 cm innerem Radius durch 
1000 Kolbenstöfse am Druckkolben gehoben? 

Lösung: 30 cm. 

29. In einer Kapillare befindet sich ein cylindrischer 
Quecksilberfaden von 15 cm Länge. Derselbe wird heraus- 
geblasen und gewogen. Er wiegt a = 0,064 gr. Das spe- 
zifische Gewicht des Quecksilbers ist 13,6. Welche innere 
Weite d hat die Röhre? 

Lösung: d = 0,2 mm. 

30. Über eine eiserne Walze von r = 20 cm Radius 
läuft in einem Elevator eine Lederbahn ohne Ende. Die 
Bahn ist p Meter breit, die Walze macht n Umdrehungen 
pro Minute. Wieviel Quadratmeter Fläche passieren stünd- 
lich die Walze? 

Lösung: 120 nn • p > r qm. 

31. Auf einen geraden Aluminiumcylinder von A = 3 cm 
Höhe soll ein Korkcylinder von gleichem Radius aufgesetzt 
werden, so dafs die Verbindung beider Körper in Glycerin 
vom spezifischen Gewicht s = 1,26 gerade schwebt. Welche 
Höhe \ mufs die Korksäule haben, wenn das spezifische Ge- 
wicht des Korks 5^ == 0,2 und das des Aluminiums 5^ = 2,6 ist? 

Lösung: h^ = 3,8 cm. 

E. Kegel. 

32. Der Achsenschnitt eines Kegels ist ein gleich- 
schenkliges Dreieck mit der Basis 2 r = 2 m und dem 

4 
Schenkel s = ^ m . Wie grofs sind Inhalt J und Ober- 

fläche des Kegels? 

Lösung: J= 0,9236 cbm, = 7,3304 qm. 

33. Der Inhalt eines geraden Kreiskegels ist 
J = 100 ?7 cbcm, der Radius seines Grundkreises ist 
r = 5 cm. Wie grofs ist die Oberfläche des Kegels? 

Lösung: =« 90 tt qcm. 
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34. Von einem geraden Kreiskegel sind der Mantel M 
und der Inhalt F des Achsenschnitts gegeben. Wie grofs 
ist der Badius r des Gnindkreises^ nnd die Höhe A? 

Lösung: 



35. Ein recht^nnkliges Dreieck mit den Katheien 
a = 3 cm mid 6 = 4 cm rotiert um die Kathete a . Wie 
grofs sind Inhalt J und Mantel M des von dem Dreieck 
beschriebenen Kegels? 

Lösung: e7"= 50,266 cbcm, Jf = 62,83 qcm. 

36. Ein Dreieck mit den Seiten a = 14 cm, 6 = 15 cm, 
c = 13 cm rotiert um die Seite a . Welchen Inhalt J und 
welche Oberflache hat der von dem Dreieck beschriebene 
Doppelkegel? 

Lösung: J = 2111 cbcm, = 1055 qcm. 

37. Eine Boje hat die Form eines gleichseitigen Doppel- 
kegels. Sein Grundkreis hat 1 m Badius. Welches Gewicht 
mufs man der Boje geben, wenn dieselbe schwimmend zur 
Hälfte aus dem Seewasser vom spezifischen Gewicht 1,03 
herausragen soU? {n = 3,14.) 

Lösung: Bund 1867 kg. 

38. Ein hohler gerader Kjreiskegel hat 45^ Amplitude. 
(Amplitude = Winkel zwischen Achse und Leitlinie.) Der 
Badius seines Grundkreises betragt r = 6 cm. Der Kegel 
schwimmt, mit der Spitze nach unten, im Wasser. Er ist 
bis zu einem Drittel seiner Höhe mit Quecksilber vom spe- 
zifischen Gewicht s = 13,6 geföllt. Welches Gewicht darf 
der Kegel nur haben, wenn sein Band mindestens p = 4 cm 
höher als die Wasserflache liegen soU? {n = 3,14.) 

Lösung: 60,25 gr. 

39. In eine Kuscel vom Badius jß ist ein gerader 
Ereiskegel von der H^e h einbeschrieben. Wie grofs sind 
sein Inhalt J und sein Mantel M^ 

Lösung: J=^h^{2Ii — h), M=' nhpB{2B—h). 

40. Ein Kegel hat den Mantel M und den Badius des 
Grundkreises r. Wie grofs ist der Badius q der dem 
Kegel einbeschriebenen Kugel? 



§ 23. Die abgestumpfte Pyramide a. d. abgestumpfte Ereiskegel. S3 

41. In einen gleichseitigen Kegel ist ein Cylinder von 
quadratischem Achsenschnitt so gestellt^ dals die Grrond- 
kreise beider Korper konzentrisch sind, und der obere 
Cylinderrand im Kegelmantel liegt. Wie verhalten sich die 
Inhalte J und J^ und wie die Mantel M und M^ der 
Körper zu einander? 

Losung: J:Ji = 3, MiM^ = 2,321 . 

42. In einem schiefen Kreiskegel ist der Radius des 
Grundkreises r » 18 cm, die kleinste Seitenlinie s^ = 25 cm, 
die gröfste Seitenlinie s^ = 29 cm. Welchen Inhalt J hat 
der K^l? 

Lösung: J= 2160 • n cbcm. 

§ 23. Die abgestampfte Psrramlde und der 
abgestumpfte Ereiskegel. 

Lehrsatz: Sind G und G' die Grundflächen, 
und ist h die Höhe einer abgestumpften Pyramide, 




Fig. 48. 



so ist der Inhalt J der abgestumpften Pyramide 
bestimmt durch die Gleichung 
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Bew.: (Fig. 43.) Man konstruiere die Erganzungs- 
pyramide 8 {Ä' B' C D' E\ . .) der abgestumpften Pjnra- 
mide. PP' =^h sei die Höhe der abgestumpften Pyramide, 
SP' = X sei die der Erganzungspyramide. Die Grund- 
flachen ABC DE ... und A B' C D' E' . . . werden 
bezw. mit G und G' bezeichnet. Dann ist 

x^:{x + hy^G' :G, 

x:{x + h)^yG' ifG 
oder 

x:h:^iG' ifG — iG" 
oder 

hfG' 



X = 



oder 



YG^iG' 
Mithin ist der Inhalt der abgestumpften Pyramide 



oder 



oder endlich 



j=^ha + ^hiG'(iQ+iQ') 

j = lh'{G + yGG' + G'). 

Lehrsatz: Sind r und r' die Kadien der Grund- 
flächen, und ist Ä die Höhe eines abgestumpften 
Kreiskegels, so ist der Inhalt J des abgestumpften 
Kegels bestimmt durch die Gleichung 

iß 

Bew.: Nach dem Cavalierischen Prinzip ist der 
Inhalt des abgestumpften Kreiskegels gleich dem einer 
abgestumpften Pyramide von der Höhe h und den Grund- 
flaehen G = Tir^ und G' = nrl, woraus die Behauptung folgt. 
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Lehrsatz: Sind r und r' die Badien der Grund- 
flächen^ und ist s die Seitenlinie eines abge- 
stumpften Kreiskegels^ so ist der Mantel Jf des ab- 
gestumpften Kegels bestimmt durch die Gleichung 

Bew.: (Fig. 44.) Man konstruiere zu dem ab- 
gestumpften Ke^l den Er- ^ 
ganzungskegel. Seine Sei- 
tenlinie sei X. Dann wickle 
man den Mantel des ganzen 
Kegels ab in eine Ebene. 
Es entsteht ein Sektor vom 
Badius x-\- s und von der 
Bogenlänge ^nr. Der ab- 
gewickelte Mantel des Er- p. ^ 
gänzungskegels ist ein 
Sektor vom Radius x und der Bogenlänge 2nr\ 

Mithin ist 

Jf = 7rr(5 + ^) — nr X. 

X ist bestimmt durch die Proportion 

x\2nr ^=x-\- s\^nr 

ir : (a? + 5) = r': r, 




oder 



woraus folgt 



ST 
X = 



r — T 



Demnach ist 

Jf = nrs + nx{^ — r') = nsijr + r'). 

Man gelangt zu gleichem Resultat^ wenn man den 
Mantel als Summe unendlich vieler, unendlich schmaler 
gleichschenkliger Trapeze von der Höhe s ansieht. 

Wird r'==r, d. h. geht der abgestumpfte Kegel in 
den Cylinder über, so wird Jf = 2:7rr • Ä. 

Wird r' = , d. h. geht der abgestumpfte Kegel in 
einen vollen Kegel über, so wird M=7irs, 
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§ 24. Aufgaben zu § 23. 

1. Welchen Inhalt J und welche Oberflache hat eine 
abgestumpfte Pyramide von quadratischen Grundflächen, 
wenn die unteren Grundkanten die Länge a, die oberen 
Grundkanten die Länge hy die Seitenkanten die Länge c 
haben ? 

Lösung: «7"= i-l/c^— l(a _ 6)2 . («2 + «6 + l^)y 



= a2 + 62 + 2 (a + 6) l/c» _ i (a — 6)2 . 

2. Li welchem Abstände x von der Spitze muTs man 
eine Pyramide von der Grundfläche 6r und der Höhe Ä 
abstumpfen^ damit die entstehende abgestumpfte Pyramide 
a) die Hälfte, b) der w*® Teil der ursprünglichen Pyra- 
mide wird? 

Lösung: a) a; = -^— , b) ^r = Ä ]/ ^ ~ . 

3. Eine abgestumpfte Pyramide hat die Grundflächen 
Gt und G' und die Höhe Ä. Parallel zu den Grundflächen 
ist eine Ebene gezogen, welche den Körper halbiert. Wie 
grols ist die halbierende Schnittfigur S^ 




Lösung: /S= 1/ l 2 / ' 

4. Eine abgestumpfte Pyramide hat die Grundflächen 
G und G\ Pa^Edlel zu den Grundflächen ist dne Ebene 
gezogen, welche die Seitenkanten der abgestumpften Pyra- 
mide halbiisrt Welchen Lihalt M hat die durch diese 
Ebene erzeugte Schnittfigur, der sogenannte Mittelschnitt 
der abgestumpften Pyramide? 

Lösung: M=^{G + 2'iGW + G'). (Vgl. §26.) 

5. Einem abgestumpften, geraden Ejreiskegel von der 
Höhe h, in. dem die Radien der Grundkreise r imd r sind, 
ist eine Kugel umschrieben, welche mit ihm die Umfinge 
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der Grandkreise gemein hat. Wie grofs ist der Eadins B 
dieser Kugel? 




Lösung: R = 

6. Einer Kugel vom Badius q ist ein abgestumpfter 
gerader Kreiskegel umschrieben^ dessen GrundBächen die 
Kugel in je einem Funkte berühren^ und dessen Mantel die 
Kugel längs einer Kreislinie berührt. Der Sadius der 
oberen Grundfläche des Kegels ist halb so grofs als der der 
unteren Grundfläche. Wie grofs sind Inhalt J und Mantel M 
des abgestumpften Kegels? 

7 9 

Losung: eT* == ^ szq^, M=^ tiq^. 

7. Die Grundfla<5hen eines abgestumpften geraden Kreis- 
kegels sind gleichzeitig die Grundflächen zweier Kegel^ deren 
Spitzen in den Mitten der Grundflächen des abgestumpft;en 
Kegels liegen. Die Mäntel der beiden Kegel schneiden sich 
längs einer Kreislinie. Welchen Radius q hat dieselbe? 

Lösung: Ö = ;qr7^- 

8. Ein Trapez hat die Grundkanten h und ä. Die Seiten- 
kante a bildet mit h und ä rechte Winkel. Das Trapez 
rotiert um die kleinere Grundlinie ä. Wie grofs sind In- 
halt J und Oberfläche des entstehenden Rotationskörpers? 

Lösung: 

J^a^n* 26-M ^ 0=-a7r.(a + 26 + Va« + (6 _ d)2) . 

§ 25. Das Prismatoid. 

Ein Körper, der von zwei Polygonen in parallelen 
Ebenen als Grundflächen und aufserdem von Dreiecken als 
Seitenflächen begreuzt wird, heifst Prismatoid. — Das 
Polygon, welches entsteht, wenn man das Prismatoid durch 
eine den Grundflächen parallele Ebene in halber Höhe des 
Prismatoids schneidet, heifst Mittel schnitt des Prismatoids. 
Wenn die die Grundflächen bildenden Polygone bezw. jp 
und q Seiten habeu, so hat der Mittelschnitt p -\- q Seiten. 
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Die Ebene des Mittebchnitts halbiert sämtliche Seitenkanten 
des Piismatoids. 

Lehrsatz: Bezeichnen G und G' die Grund- 
flächen^ M den Mittelschnitt, h die Höhe eines 
PrismatoidS; so ist der Inhalt J des Prismatoids 
bestimmt durch die Formel 

jr=^^(0+0 + 4M). 

Bew.: Der Beweis wird hier (Fig. 45) geführt für ein 
Prismatoid; dessen Grundflächen ein Dreieck und ein Vier- 
eck siud. Seine Erweite- 
rung für den allgemeinen 
Fall^ dafs die Grundflächen 
jp- und 2-seitig sind, ist 
mühelos. 

ABC ist die Grund- 
fläche G', DEFG ist die 
Grundfläche 6r, 

HJKLMNO 

ist der Mittelschnitt M, 
P ist ein beliebiger Punkt 
in der Ebene des Mittel- 
schnittes. Derselbe ist mit 
den Ecken des Prisma- 
toids und mit den Ecken 
des Mittelschnittes ver- 
bunden. Dann besteht das 
Prismatoid aus zwei Pyra- 
miden P{ABC) und 
F(BEFG)y welche P als 
Spitze und dieselbenGrund- 
flächen wie das Prismatoid haben, sowie aus sieben drei- 
seitigen Pyramiden, welche P als Spitze und die sieben 
Seitenflächen des Prismatoids als Grundflächen haben. 
Nun ist 




Fig. 45. 



(1) 



P(ABC) = ^- G' 



(2) 



P{DEFG) = ^'G. 
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Eine der seitlichen Pjrramiden ist P{BEF). 
Da BEF = ABKL ist, ist 

P{BEF) = AP {BEL) = AB{PKL) = 4 • ^{PKL). 

Analog ist 

P{BFC) = 4 . 1 . (PLM) 

P{CFG) = A^{PMN) 

u. s. w. 
D. h. Die Summe der seitlichen Pyramiden ist 

(3) 4 . 1 {HJKLMNO) — 4 • | Jf . 

Durch Addition der das Prismatoid zusammensetzenden 
Pyramiden folgt 

J=^{G+G' + iM). 

Bemerkung: Die Definition des Prismatoids ist so all- 
gemein, dafs sie zahlreiche speziellere Körper umf afst Nament- 
lich ist zu beachten, dafs auch Körper mit Trapezen als Seiten- 
flächen unter die Definition des Prismatoids fallen. Sobald 
nämlich zwei entsprechende Kanten (AB und BF der Fig. 45) 
der beiden Grundflächen parallel werden, fallen die zwischen 
diesen Kanten liegenden dreieckigen Seitenflaxshen des Pris- 
matoids {BFA und AFB) in eine Ebene, sie bilden ein 
Trapez, in welchem die gemeinsame Kante {AF) der beiden 
Seitendreiecke Diagonale wird. Die Betrachtungen, die zu 
der Inhaltsformel des Prismatoids führen, werden durch 
diese Veränderung nicht beeinflufst. 

Als spezielle Fälle des Prismatoids können zum Bei- 
spiel betrachtet werden: 1. das Prisma (und der Cylinder), 
2. die Pyramide (und der Kegel), 3. die abgestumpfte Py- 
ramide (und der abgestumpfte Kegel), 4. schief abgeschnittene 
dreiseitige Prismen, 5. dachförmige Körper, 6. keilförmige 
Körper und andere mehr. Auf dieselben wird aber erst an 
späterer Stelle eingegangen, nachdem gezeigt ist, dafs das 
Prismatoid selbst als ein spezieller Fall einer noch allgemei- 



60 



III. Absolmitt. Vom Rauminhalt einfiicher Körper. 



neren Gruppe von Körpern betrachtet werden kann. Die 
nächste Betrachtang gilt einem Körper^ der nach der Art 
und Menge der von ihm umfafsten speziellen Formen gleich- 
wertig mit dem Prismatoid ist^ nämlich dem Obelisken. 



§ 26. Der Obelisk. 

Ein Körper, der von zwei Polygonen in parallelen Ebenen 
als Grundflächen und auTserdem von Trapezen als Seiten- 
flächen begrenzt wird, heifst Obelisk. Ein dreiseitiger 

Obelisk ist stets eine abge- 
stumpfte Pyramide. — Ein w- 
seitiger Obelisk (» > 3) ist 
nur dann eine abgestumpfte 
Pyramide, wenn die Grund- 
flächen ähnlichePolygone sind* 
Lehrsatz: Bezeichnen 6r 
und 6r' die Grundflächen, Jf 
den Mittelschnitt, h die 
Höhe eines Obelisken, so 
ist der Inhalt Jdea Obelis- 
ken bestimmt durch die 
Formel 

Pig 4ß^ Die.Bichtigkeit der Formel 

ergiebt sich aus der Bemer- 
kung im § 25, nach welcher Körper, deren Seitenflächen 
Trapeze sind, auch als von Dreiecksflächen begrenzt an- 
gesehen werden können. Obelisken können demnach als 
spezielle Falle von Prismatoidformen ai^esehen w^en, för 
die obige Formel als richtig erwiesen ist. 

Der Beweis für die Formel läist sich auch folgender- 
maisen direkt ftihren: Sie wird zunächst für den dreiseitigen 
Obelisken, die abgestumpfte Pyramide, erwiesen« Ihr Inhalt ist 




J^^{G + YGä'+G^ 



(2 G^+ 2/00"'+ 2^0- (Vgl.§23.) 



Bezeichnet man die Höhe der Ergänzungspyramide S{A'B'C') 



§ 26. Der Obelisk. 
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mit Xy die Hohe des dreiseitigen Obelisken A'B'C^ ABC 
mit hy seinen Mittelschnitt mit M (Fig. 46)^ so ist 



x:(x + ^=^iG'iiM 



oder 



{a; + Ä)yj^=(x+|)yö 



oder endlich 



x(x+ h)M^ (x + D'yöG'. 




Flg. 47. 

Beachtet man^ dafs 

hiW h hiiG + iG^) 



x = 



iG-iä\ 



, «+- = 



, X -\-h — 



hiä 



iä—fG' 



2 2 (iG—^W) 
ist, so folgt aus der vorigen Gleichung 

4 Jf = Gf + 2fGG' + a'. (Vgl. § 24, 4.) 

Führt man diesen Wert in die Inhaltsformel des dreiseitigen 
Obelisken ein, so erhält man für seineii Inhalt 

J-=|(G+6^' + 4Jf). 

Es ist nun noch die Richtigkeit der Formel für einen 
»-seitigen Obelisken (n > 3) zu beweisen. 

Die Figur 47 stellt einen fünfseitigen Obelisken 0, 
von oben gesehen^ dar. A'B' C'D'E' ist seine obere Grund- 
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flache 6?', ABCBE ist seine untere Grundfläche G. Sein 
Mittelschnitt sei M. Durch die Verlängerung der Grund- 
kanten DJS;, ABy DC einerseits, D'E', Ä'B% B'C anderer- 
seits bis zu ihren Schnittpunkten X, Y und X', Y'y sowie 
durch die Verbindungen X'X und Y'Y erhält man die 
Elanten eines dreiseitigen Obelisken J mit den Grundflächen 
B'X'Y' und BXY. Diese Grundflächen sollen als r und F, 
der zugehörige Mittelschnitt soll mit N bezeichnet werden. 
AuTserdem entstehen zwei kleine dreiseitige Obelisken J^ 
und J^ mit den oberen Grundflächen Ä'E'X' und B'C'Y' 





Flg. 48. 



Fi«. 49. 



und den unteren Grundflächen ÄEX und BCY. Die 
Grundflächen und Mittelschnitte dieses Obelisken sollen mit 
jTi, Fl, Ni und Fi, F^ und N2 bezeichnet werden. Sämtliche 
genannte Obelisken haben die gemeinsame Höhe h. Nun ist 



h 

6 



«'» = 5-(A + 4JVg+7^ 



und N-{Ni + N,) = M 



mithin 



§ 26. Der Obelisk. 



h 
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= J^-(e7i+e72) = ^(6?'+4Jf+ö). 



Die Beweismethode; die hier für den fünfseitigen 
Obelisken erfolgreich ist, lafst sich für jeden n-seitigen 
Obelisken (w > 3) anwenden. 

Eine kleine Schwierigkeit tritt beim vierseitigen Obelisken 
auf, dessen Grundflächen zwei Parallelogramme A'B'C'D' 
und ABCD sind (Fig. 48). Hier ist die Ergänzung zum 
dreiseitigen Obelisken so voi> 
zunehmen, dafs durch B' und B 
in den Ebenen der Grmidflächen 
zwei beliebige Parallelen gezogen 
werden, welche zwei Parallelo- 
grammseiten in den Punkten X', 
Y' und X, Y schneiden. Dann ^ 
ist der Inhalt des vierseitigen 
Obelisken gleich dem Inhalte 
des grofsen, dreiseitigen Obelis- 
kenmit denGrundflachenD'X'F' 
und DXY vermindert um die 
Summe der Inhalte zweier klei- 
nerer, dreiseitiger Obelisken mit 
den Grundflächen J.'JB'X', ABX 
und B'C'T, BCY. 

Bemerkung: Aus der Form 
des Obelisken erhält man durch 
Spezialisierung alle diejenigen 
Körperformen, welche man auch als Spezialfälle der Prismatoid- 
form ansehen kann. Der keilförmige Körper z. B., der in Figur 49 
in der Ansicht von oben gezeichnet ist, der als Grundfläche 
das Fünfeck ABDEG hat, dessen obere Grundfläche in die 
zur Ebene des Fünfecks parallele Gerade B' C ausgeartet 
ist und dessen Seitenflächen von den Dreiecken 1, 2, ..., 7 
gebildet werden, kann wie als Prismatoid so auch als ein 
siebenseitiger Obelisk aufgefafst werden: Der Linienzug 
ABDJEGA enthält dann in den Ecken B und E zwei un- 
endlich kurze Geraden BC und EE, welche der Schneide 
jB'C parallel sind, und die Schneide JB'C ist als eine Aus- 
artung eines Siebenecks JL'JB'CD'J5'-F'6r' aufzufassen, welches 
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in der Ecke B' einen unendlich kurzen Linienzug B'A'G'F' 
und in der Ecke C einen unendlich kurzen Linienzug C'D'E' 
enthalt^ wahrend B' 0' selbst die unendlich benachbarten 
parallelen Geraden B'C und E'F' enthalt. Figur 50 zeigt 
denjenigen siebenseitigen Obelisken^ als dessen Ausartung 
der keilförmige Körper der Figur 49 etwa ad^e&Tst 
werden kann. 



§ 27. Aufgaben zu § 25 und § 26. 

1. Ein Körper ist von zwei Rechtecken als Grund- 
flachen begrenzt; die bezw. die Seiten a, b und a', V haben. 
Die Seitenflächen des Körpers sind Trapeze, seine Höhe 
ist Ä. Welchen Inhalt J hat der Körper? 

Lösung: J= | . {ah + a'b' + (a + a') (6 + 6')). 

2. Ein Dach hat als Grundflache ein Rechteck mit den 
Seiten a und b; die Firstlange c ist parallel zur Kante b 
und hat von der Grundfläche den Abstand Ä. Wie grofs ist 
der Rauminhalt J des Daches? 

Lösung: J=-^'(2b + c). 

3. Ein gerades dreiseitiges Prisma hat die Grundflache F. 
Es ist oben schief abgeschnitten. Seine Seiteokanten haben 
die Laugen a, b, c. Wie grofs ist der Inhalt J des schief 
abgeschnittenen Prisma? 

F 
Lösung: J = ^ • (a + 6 + c). (Anleitung: Man be- 

ö 

trachte eine Seitenfläche des Prisma als Grundfläche.) 

4. Ein dreiseitiges Prisma ist an beiden Enden schief 
abgeschnitten. Seine Seitenkanten haben die Längen a, b, c. 
Ein Querschnitt des Prisma senkrecht zur Seitenkante hat 
den Flächeninhalt Q. Welchen Inhalt J hat das schief ab- 
geschnittene Prisma? 

Q 

Lösung: J ^ -^ * {a + b + c). 

ö. Ein Keil hat als Grundfläche ein Rechteck mit den 
Kanten a und b. Seine Schneide ist mit der Grundkante b 
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parallel und ebenso lang wie diese. Ein Schnitt durch den 
Keil senkrecht zur Schneide erzeugt als Schnittfigur ein 
gleichschenkliges Dreieck von der Basis a und dem 
Schenkel s. Wie grofs ist der Inhalt J des Keiles? 



Lösung: J'== — •l/s» — 

6. Wieviel Kubikmeter Erde müssen bewegt werden, 
wenn ein Damm aufgeworfen wird, der auf der Krone 80 m 
Länge und 2 m Breite, an der Grundfläche 88 m Länge und 
4 m Breite und dabei eine Höhe von 2 m hat? 

Lösung: 506| cbm. 

7. Ein Prismatoid hat als Grundflächen zwei gleich- 
seitige Dreiecke von der Seitenlange a. Die Seitenflächen 
des Prismatoids sind gleichschenklige Dreiecke, deren Basen 
abwechselnd in der oberen und in der unteren Grundfläche 
Hegen. Die Höhe des Prismatoids ist Ä. Wie grofs ist 
sein Lihalt J^ 

Lösung: J =z — . a^ . y3 . 

o 

8. Ein anderes Prismatoid hat als Grundflächen zwei 
regelmäfsige Fünfecke von der Seitenlänge a. Die Seiten- 
flächen des Prismatoids sind zehn gleichseitige Dreiecke von 
derselben Kantenlänge a, von denen je zwei aneinander stofsen 
längs eines regelmälsigen Linienzuges, der abwechselnd von 
einer Ecke der einen Grundfläche zu einer benachbarten 
Ecke der anderen Grundfläche führt. Wie grofs sind Höhe A 
und Inhalt J des Prismatoids? 

Lösung: Ä = -^l/l0(5 +y5), J=^{b + 2ß). 
(Vgl. § 39.) 10 6 
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IV. AbBohxütt 



Die Engel. 



§ 28. Allgemeines. 

Eine Fläche^ deren Punkte sämtlich von einem Punkte, 
dem Mittelpunkte My gleichen Abstand habeu, heifst Kugel- 
fläche. Der von einer Kugelfläche umschlossene Körper 
wird als Kugel bezeichnet — Jede Verbindungsgerade 

des Kugelmittelpunktes mit 
einem Punkte der Kugel- 
fläche heifst ein Kugel- 
radius. Seine Länge soll 
mit r bezeichnet werden. 
Jede Verbindungsgerade 
zweier Punkte der Eugel- 
oberfläche heifst Kugel- 
sehne. Jede Kugelsehne, 
die durch den Mittelpunkt 
der Kugel geht, heilst Kugeldurchmesser. — Jede Ebene, 
welche die Kugel schneidet, erzeugt als Schnittfigur einen 
Kreis (Fig. 51). Der Radius dieses Kreises soll mit q be- 
zeichnet werden. Der Mittelpunkt C dieses Kreises ist der 
Fufspunkt des von M auf die schneidende Ebene gefällten 
Lotes l. Zwischen r, q imd l besteht die Gleichung 

^» -— ^»_|_ j». 

Der Badius q eines Schnittkreises ist also im AUge- 
meiaen kleiner als der Kugelradius r. Nur wenn die 
schneidende Ebene durch den Kugelmittelpunkt geht, ent- 




Fig. 61. 
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steht ein Schnittkreis vom Radius r. Die Schnittkreise 
dieser Art werden als gröfste Kreise der Kugel be- 
zeichnet. Die Endpunkte des Durchmessers^ welcher auf 
einem grofaten Kreise der Kugel senkrecht steht, heifeen 
Pole dieses gröfsten Ej*eises. Die Ebenen zweier gröfsten 
Kugelkreise schneiden sich stets längs eines Durchmessers. 
Durch einen Punkt auf der Kugel lassen sich unend- 
lich viele gröfste Kreise legen; die Ebenen dieser gröfsten 
Kreise schneiden sich samtlich in dem Durchmesser der 
Kugel, der durch den gegebenen Punkt geht Die Pole 
aller dieser gröfsten Kreise liegen auf dem gröfsten Kreise^ 
dessen Pol der gegebene Punkt ist. — Durch zwei 
Punkte auf der Kugeloberfiiäche läfst sich stets ein und 
nur ein gröfster Kugelkreis legen. Der kürzere Bogen 
des gröfsten Kreises durch zwei Punkte der Kugelfläche 
ist die kürzeste Verbindungslinie, die überhaupt auf der 
Kugelfläche zwischen den beiden Punkten gezogen werden 
kann. — Durch drei Punkte auf einer Kugelfläche läfst 
sich stets ein Kreis legen, der ganz auf der Kugelfläche 
liegt. — Die Gröfse und die Lage einer Kugel ist be- 
stimmt, wenn vier Punkte ihrer Oberfläche der Lage nach 
bestimmt sind. 

Jeder Kreis auf einer Kugel zerlegt die Kugelfläche in 
zwei Kappen. 

Der Teil eines Kugelkörpers, der von solcher Kugel- 
kappe und der Ebene ihres Grenzkreises eingeschlossen ist, 
heilst ein Kugelsegment. Derjenige Punkt einer Kappe, 
welcher von allen Punkten ihres Grenzkreises gleichen Ab- 
stand hat, heifst der Scheitel der Kappe und des zu ihr 
gehörenden Segments. Der Abstand des Scheitels von der 
Ebene des Grenzkreises wird als Höhe der Kappe, bezw. 
des Segments bezeichnet. — Der Teil der Kugelfläche 
zwischen zwei Parallelkreisen auf der Kugel (Kreisen, deren 
Ebenen parallel sind) heifst Kugelzone. Der Teil des 
Kugelkörpers, der von einer 2^ne und den Ebenen ihrer 
Grenzkreise eingeschlossen wird, heifst Kugelschicht. Der 
Abstand der beiden Grenzkreise voneinander ist die Höhe 
der Kugelschicht und der zu ihr gehörigen Kugelzone. — 
Der Teil der Kugelfläche zwischen zwei gröfsten Halb- 
kreisen, welche gemeinsame Endpunkte besitzen (Meridianen) 
heifst eüi sphärisches Zweieck. Der Winkel, den die 

6* 
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Bogenelemente der beiden Halbkreise in ihrem gemeinsamen 
Endpunkt bilden, ist gleich dem Neigungswinkel^ unter dem 
die Ebenen der beiden Halbkreise sich schneiden; er wird 
als sphärischer Winkel des Zweiecks bezeichnet. Der 
Teil des Kugelkörpers ^ der von einem sphärischen Zweieck 
und den Ebenen der dasselbe erzeugenden Halbkreise ein- 
geschlossen wird, heifst Kugelkeil. — Der Teil der Kugel- 
fiäche, welcher von drei Bogen dreier gröfster Kreise be- 
grenzt wird, heifst ein sphärisches Dreieck. Von seinen 
Eigenschaften und von der zu ihm gehörenden körperlichen 
Ecke, deren Scheitel im Mittelpunkt der Kugel liegt, ist 
an anderer Stelle zu handeln. — Der Teil eüies Kugel- 
körpers, der von einer Kappe einerseits und von ei^m 
Kegel andererseits begrenzt wird, dessen Grundkreis mit dem 
Grenzkreis der Kappe zusammenfällt, und dessen Spitze im 
Mittelpunkt der Kugel liegt, wird als Kugel sektor be- 
zeichnet. 



§ 29. Inhalt und Oberfläche einer Engel. 

In Figur 52 stelle die linke Figur eine Halbkugel, die 
rechte Figur einen geraden Kreiscylinder dar, welcher mit der 
Halbkugel gleiche Grundfläche und gleiche Höhe hat. Beide 
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Fig. 52. 

Körper sind zwischen zwei Parallelebenen liegend gedacht, 
die den Abstand r voneinander haben. Aus dem Cylinder 
ist ein Kegel herausgehoben, dessen Grundfläche mit der 
oberen Grundfläche des Cylinders zusammenföllt, dessen 
Spitze in der Mitte der unteren Grundfläche des Cylinders 
liegt. Der übrig bleibende Körper soll kurzweg als der 
Restkörper bezeichnet werden. Legt man nun durch beide 
Körper, die Halbkugel und den Restkörper, einen ebenen 
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Schnitt parallel zu der gemeinsamen Grundebene in einem 
beliebigen Abstände p von derselben, so schneidet derselbe 
die Halbkugel in einem Kreise AB und den Eestkörper in 
einem Kreisringe CDEF. 

Der Radius NA des Kreises AB sei ^, der äufsere 
JEtadius CO des Kreisringes ist r, sein innerer Radius OE 
ist Pi wie sich aus der Betrachtung des rechteckigen Achsen- 
schnittes GHJK des Restkörpers ergiebt. Mithin haben 
die Schnittfiguren der Halbkugel und des Restkörpers mit 
der im willkürlichen Abstand p parallel zur Grundebene 
gelegten Ebene die Inhalte F^ = Q^n und F^ = (r^ — p^)7t. 
Da aber q'^ = r» —p^ ist, folgt F^=^F^. Mithin ist nach 
dem Cavalierischen Prinzip der Inhalt der Halbkugel gleich 
dem Inhalt B des Restkörpers. 

Da aber 



B 



Ttr 



r — nr^ • — = 



r 

3 



2nr^ 



ist, ergiebt sich endlich der 

Lehrsatz: Der Inhalt J einer Kugel vom Radius r 
ist bestimmt durch die Gleichung 

Zur Berechnung der Kugelfiäche führt folgende Be- 

P 




Fig. 53. 



trachtung: Man zeichne auf der Kugelfläche einen gröfsten 
Kreis AB und seinen Pol P. Dann zeichne man (Fig. 53) 
zu dem gröisten Kreise zahlreiche Parallelkreise und durch 
die Pole zahlreiche gröfste Kreise ^ d. h. man überziehe die 
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Kugel mit einem dem geographischen Gradnetz der Erde 
ähnelnden Netze. Dadurch wird die Kugelfläche in zahl- 
reiche kleine krummflächige Vierecke (und Dreiecke) zerlegt. 
Die Flächen dieser Vierecke werden der Beihe nach mit 
9i} 9^} • • • 9n bezeichnet. Die Ecken jedes solchen Vier- 
ecks sollen mit dem Mittelpunkte M verbunden werden. 
Dann kann die Kue^el als Zusammensetzung: zahlreicher 
pyraxnidenähnlicher xlrper von den krummflaclige- Grund- 
flächen 9^^ 9^y . . • 9n angesehen werden^ die ihre Spitzen in 
M haben. Lälst man nun die Zahl der ParaUelkreise und 
der grö&ten durch die Pole gelegten Kreise derart ins ün- 
endliche wachsen, dafs die Kugel von unendlich vielen un- 
endlich kleinen Flächen g^y g^^ ... ^^ (n >= cx>) bedeckt ist, 
so kann man jede einzelne dieser kleinen Flächen als eben 
ansehen und gelangt zu folgendem Besultat. 

Der Inhalt der Kugel ist gleich der Summe unendlich 
vieler Pyramiden von der Höhe r, deren Grundflächen un- 
endlich kleine, in ihrer Gesamtheit die Kugelfläche lücken- 
los bedeckende Vierecke sind. In Zeichen: 

_jr .r8 = -(gri + öf2 + ... +flf„), wo w = oo. 

Beachtet man, dafs, wenn die Kugelfläche bedeutet, 

ö = flfi + flfg + . . . + flf« 

ist, so folgt, wenn man in obige Gleichung einfuhrt, und 
die Gleichung nach auflöst, der 

Lehrsatz: Die Oberfläche einer Kugel vom 
Radius r ist bestimmt durch die Gleichung 

= dütr^. 



§ 30. Eugelsegment, KugelscUcIit, Kugelsektor, Kagel- 

kappe, Kugelzone. 

In § 29 ist durch das Cavalierische Prinzip die Gleich- 
heit der Halbkugel mit dem daselbst eingeführten Kestkörper 
erwiesen. Aus der Art des Beweises folgt, dals auch jeder 
Teil der Halbkugel, der zwischen ihrem Scheitel und einer 
Parallelebene E zu ihrem Grundkreise liegt, also jedes 
Kugelsegment, gleich demjenigen Teile des Bestkörpers ist, 
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welcher zwischen der Ebene seines oberen Randes und der- 
selben Parallelebene E liegt. 

In Figur 54 stellt ABS den Achsenschnitt eines Kugel- 
segmentes dar. GCDH ist der Achsenschnitt des Cylinders 
vom Grundkreisradius r und der Höhe Ä, der zwischen den- 
selben Parallelebenen zur Grundebene wie das Segment liegt 
GEFH ist der Achsenschnitt desjenigen abgestumpften 
geraden Kreiskegels mit den Grundkreisradien r und r — Ä, 
der bei der Herstellung des Restkörpers aus denf vorher- 
genannten Cylinder herausgehoben wird. Der Inhalt J des 




Fig. 64. 

Kugelsegments von der Höhe h, welches zu einer Kugel 
vom Radius r gehört^ ist demnach gleich dem Inhalt eines 
Cylinders vom Grundkreisradius r und der Höhe Ä, ver- 
mindert um den Inhalt eines abgestumpften geraden Kreis- 
kegels von derselben Höhe Ji und den Grundkreisradien r 
und r — h. Man gelangt so zu dem 

Lehrsatz: Der Inhalt J des Kugelsegmentes ist 
bestimmt durch die Gleichung 



7t 



h 



oder 



J:=7ir^h _(r2 + r(r — Ä) + (r — Ä)2) 



J==^nh^'{3r — h). 



Jede Kugel Schicht kann als Differenz zweier Kugel- 
segmente berechnet werden^ welche einen gemeinsamen 
Scheitel besitzen. 

Auiserdem kann man den Inhalt J der Kugelschicht 
mit Hilfe des Cavalierischen Prinzipes folgendermafsen be- 
stimmen. 
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Die BedeutuDg der Figur 55 sei im wesentüchen die- 
selbe wie die der Figur 54. ABJK sei der Achsenschnitt 
einer Kugelschicht von der Höhe h und von den Radien q^ 
und Q^ ihrer Grundkreise. Der gröfsere Grundkreis habe 
vom Kugelmittelpunkt M den Abstand p. CEBLFDQP 
sei der Achsenschnitt eines Teils des der Halbkugel gleichen 
Restkörpers. Dieser Teil liegt zwischen denselben Parallel- 
ebenen zur Grundfläche 9 wie die Kugelschicht. Dann ist 
dieser Teil nach dem Cavalierischen Prinzip dem Inhalt J 
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Fig. 65. 

der Kugelschicht inhaltsgleich. Man berechnet J demnach 
als DiflFerenz D eines Cylinders vom Grundkreisradius r mit 
der Höhe h und eines abgestumpften K^els von den Grund- 
kreisradien p und p + h und mit derselben Höhe h. Dann ist 

3 



e7= jr 



Ä^' - ^((Ä +Py + (Ä +P)P + P') 



oder 



oder 



J = 



J = 



n 



h 



3 

TlJl 



(3r2 — Ä2 — 3Ajp — 3i>2) 



(3{r«— jp2) — 3ÄJP — A2). 



2 



Berücksichtigt man^ dafs 

r^—p^ = Ql und r^—{p + hf==Ql 
isty und dafs daraus 

2 8 1.8 

folgte so ergiebt sich, wenn man die genannten Werte für 
(y2 — 2?2) und für Äp in die Inhaltsformel einführt^ der 
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Lehrsatz: Der Inhalt J der Kugelschicht von 
der Höhe h und den Grundkreisradien q^ und q^ ist 
bestimmt durch die Gleichung 

Setzt man in dieser Formel ^2 = 0, d. h. betrachtet man 

ein Kugelsegment 9 und beachtet, dals dann ä • {2r — ä) = ^^ 
ist, so ergiebl sich als Inhalt des Kugelsegments wie vorher 

J=ljrÄ2.(3r — Ä). 
o 

Den Inhalt cT eines Kugelsektors gewinnt man durch 
folgende Überlegung: 

Der Kugelsektor wird von einem Kugelsegment und 
einem Kreiskegel gebildet. Die 
Höhe des Kugelsegments wird 
gleichzeitig als die Höhe des 
Kugelsektors bezeichnet, von 
dem ersteres ein Teil ist. 

In Figur 56 sei der Kreis- 
sektor JJfSeinAchsenschmttdes 
Kugelsektors, das Kreissegment 
AS^ ein Achsenschnitt des 
Kugelsegments und das Drei- 
eck ÄMB ein Achsenschnitt 
des E^reiskegels. SC sei die Höhe h des Kugelsektors, 
AC^: CB = Q sei der Radius des gemeinsamen Grund- 
kreises von Kugelsegment und Kreiskegel. 

Dann ist der Inhalt des Segments 

Jj « 1 jih^ . (3r — Ä) 

und der Inhalt des Kreiskegels 
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wo 



ist. 



Ja = ^ ;7r^2 , (^ _ Ä) , 
g« = r2 — (r — hy =^ 2rÄ - 
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Setzt man für q^ diesen Wert in die Gleichung für 
J^ ein, und bernoksichtigt man, dafs J= Ji + Jj ist, so 
erhält man den 

Lehrsatz: Der Inhalt des Kugelsektors ist be- 
stimmt durch die Gleichung 

Aus der Formel für den Inhalt des Kugekektors ge- 
winnt man die Formel für den Flächeninhalt O der Kugel- 
kappe: Man denke sich {Fig. 57) die Kugelkappe öbei^ 
zogen, erstens mit gröfsten Kreisbögen die durch den 
. Scheitel S der Kappe gehen, 

zweitens mit Parallelkreisen 
zumGrundk reise der Kappe. 
^ Durch dieseKreisscharen mrd 

die Kugelkappe in zahlreiche 
kleine krummfiächige Vier- 
ecke (und Dreiecke) zerlegt. 
Die Flächen dieser Vierecke 
jif werden der Reihe nach mit 

„g.s,. J^i. 3i. ■-■ 9n bezeichnet. 

Die Ecken jedes solchen Vier- 
ecks sollen mit dem Mittelpunkt ^der Kugelfläche verbunden' 
werden, von welcher die Kugelkappe ein Teil ist Dann kann 
der zur Kugelkappe zugehörige Kogelsektor als Zusammen- 
setzung zahlreicher pyramidenäbniicher Körper von den krumm- 
linigen Grundfläche 9ij Sit ••• 9n angesehen werden, die ihre 
Spitzen in M haben. Läfst man nun die Zahl der Parallel- 
kreise und der durch den Kappenscheitel gelegten grölsten 
Kreisbögen derart ins Unendliche wachsen, da& die Kngel- 
kappe von unendlich vielen, unendlich kleinen Fläcoea 
9n93i - - ■ 9h (n = °^) bedeckt ist, so kann man jede einzelne 
dieser kleinen Flächen als eben ansehen und gelangt zu dem 
Resultat: Der Inhfdt des Kugeleektors ist gleich der Summe 
unendlich vieler Pyramiden von der Höhe r, deren Gnmd- 
flScben unendlich kleine, in ihrer Gesamtheit die Kugel- 
kappe lückenlos bedeckende Vierecke sind. 
In Zeichen: 

^?rÄr2 = ^.(Sri+ff2 + ... + 3„), wo« = ao. 



§31. Das Bpb&rische Zweieck und der Kngelkeil. 
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Beaxihtet man^ dafs^ wenn die Fläche der Kugelkappe 
bedeutet, 

0-^91+92 + "- +9n 

ist, so folgt, wenn man in obige Gleichung emfuhrt, und 

die Gleichung nach auflöst, der 

Lehrsatz: Die Oberfläche einer Kugelkappe 

von der Höhe ä, die zu einer 

Kugel vom Radius r gehört, 

ist bestimmt durch die Glei- 

chuns: 

= 2jrrh. 




Die Oberfläche jeder 
Kugelzone kann als Differenz 
zweier Kugelkappen berechnet 
weiden, welche mit ihr gemein- ^^ ,^ 

samen Scheitel besitzen. Ist A 

die Höbe einer Kugelzone und sind \ und h^ die Höhen 
der Kugelkappen 0^ und O2, welche selbst von den Grenz- 
kreisen der Kugelzone begrenzt werden (Pig. 58), so ist 

= O2 — Ol « 27ir • (Äg — Äi) = 27irh, 

und man erhalt den 

Lehrsatz: Die Oberfläche einer Kugelzone 
von der Höhe h, die zu einer Kugel vom Radius r 
gehört, ist bestimmt durch die Gleichung 

0:^2nrh. 

Daraus folgt: Alle Zonen derselben Kugel, welche unter 
sich gleiche Höhe haben, haben gleichen Flächeninhalt. 



§ 31. Das sphärische Zweieck nnd der Kagelkeil. 

Die Oberfläche eiaes sphärischen Zweiecks mit einem 
sphärischen Winkel von 1^ ist der 360 ■*• Teil der Kugel- 
oberfläche, der Inhalt des zu diesem Zweieck gehörigen 
Kugelkeils ist der 360 •*• Teil des Kugelinhalts. Ein sphäri- 
sches Zweieck mit einem sphärischen Winkel von a^ hat 
eine a-mal so grofse Oberfläche als ein Zweieck mit 
einem Winkel von 1^, und der zum Zweieck mit dem 
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Winkel a® zugehörige Kugelkeil hat einen a-mal so grofsen 
Inhalt J als der Kugelkeil^ der zum Zweieck mit dem 
Winkel von 1^ gehört. Daraus folgt der 

Lehrsatz: Die Oberfläche eines sphärischen 
Zweiecks mit einem sphärischen Winkel a^ und der 
Inhalt J des zum Zweieck zugehörigen Kugelkeils^ 
sind bestimmt durch die Gleichungen 



O = 4jtr^ • 



«' 



360'' 



und J'=-^Jtr 



8 



«' 



360^' 



§ 32. Beziehungen der Engel zu ihren Teilen, sowie 

zum Gylinder nnd zum Kegel. 

Setzt man in der Formel des Kugelsegments Ä = r, 
bezw. Ä = 2r, so erhält man die Formel ffir den Inhalt der 
Halbkugel^ bezw. der ganzen Kugel. Der analoge Über- 
gang findet statt; wenn man in der 
Formel des Kugelsektors Ä = r, bezw. 
Ä = 2r setzt, sowie endlich, wenn 
man in der Formel des Kugelkeils 
ao = 180 S bezw. a^ = 360« setzt 

Lälst man in der Formel der 
Kugelschicht ^2 = 0, ^i =^ und folg- 
lich Ä = r werden, so erhalt man die 
Formel für den Inhalt der Halbkugel. 
Setzt man aber ^j = 0, ^i = und 
Ä = 2r, so geht die Formel der Kugel- 
schicht in die für den Inhalt der Voll- 
kugel über. 

Setzt man in der Formel der Kugelkappe Ä = r, bezw. 
Ä = 2r, oder aber in der Formel des sphärischen Zweiecks 
ao = 1800, bezw. a^ « 360^, so erhält man die Formel für 
die Oberfläche der Halbkugel, bezw. der ganzen Kugel. 

Vergleicht man endlich den Inhalt e7*2 einer Kugel vom 
Radius r mit dem Inhalt J^ eines Kegels vom Grundradius r 
und der Höhe 2r und mit dem Inhalt J^ eines Cylinders 
von gleicher Höhe und gleichem Grundradius (Fig. 59), so 
folgt aus 

^1 =— r-j 




Fig. 59. 



§ 33. Das sphärische Dreieck. 
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und 






^3 = ""5 f 



dafs 

J^ : e/g : J3 = 1 : 2 

ist. (Archimedes, f 212 v. Chr.) 



§ 33. Das sphärische Dreieck. 

AB, BCy CA in Figur 60 seien Bögen gröfster Kreise 
und demnach die Seiten eines sphärischen Dreiecks ABG. 
Man vervollständige die grölsten 
Kreise. Die Ebenen derselben 
schneiden sich in den drei 
Durchmessern AA', BB', CC\ 
Die drei gröfsten Kreise zer- j 
legen die Oberfläche der Kugel 
in acht sphärische Dreiecke. 
Die Winkel des sphärischen 
Dreiecks ABC sollen mit a, ßy y 
bezeichnet werden. Das Dreieck 
AB C stellt mit je einem der 
an dasselbe längs einer Seite 
anstofsenden Dreiecke zu- 
sammen ein sphärisches Zwei- 
eck dar. Demnach ist 




Fig. 60. 






a 



360 ö 



ß 



360 ö 



JUBC) + tr^ABC\)=' 4:7ir^ • QgQo • 

Setzt man noch tur J^bc) den ebenso grolsenWert J^A'B'Of 
und addiert man die Gleichungen seitenweise^ so erhält man^ 
wenn man beachtet, dafs 
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JuBC) + J{A'BC) + J{AB'C) + «7(1' B' (7)=- 2 jrr^ 
ist^ die Gleichung 

oder^ wenn man 

a + ß + y — 180^=8 und 4jrr2 = J^ 
setzt^ 

Der Ausdruck «, d. h. der Uberschuls der Winkelsumme 
des sphärischen Dreiecks über die Winkelsumme 180^ des 
ebenen Dreiecks wird als der sphärische Exzefs des 
Dreiecks AJSC bezeichnet. 

JDie letzte Gleichung läTst sich schreiben: 

JaBC)'F^e:120\ 

In Worten erhält man den 

Lehrsatz: Der Inhalt eines sphärischen Drei- 
ecks auf einer Kugel verhält sich zur Kugelfläche 
wie der Exzefs des Dreiecks zu 8JfJ. 

Daraus folgt der 

Lehrsatz: Die Inhalte zweier sphärischer Drei- 
ecke auf derselben Kugel verhalten sich wie ihre 
sphärischen Exzesse: 

e/i : e/2 =* ^1 : ^2 • 

Die letzte Formel zeigt, dafs mit wachsendem Inhalt 
des sphärischen Dreiecks sein sphärischer Exzess wächst. 
Beschränkt man die Betrachtung, wie hier geschehen soll, 
auf solche sphärische Dreiecke, deren Flächen nie die Gröfse 
einer Halbkugel auf ihrer zugehörigen Kugelfläche über- 
schreiten, oder — anders ausgedrückt — deren Winkel, ein- 
zeln genommen, nie über ISO® wachsen, so lälst sich aus 
der Inhaltsformel für solche sphärische Dreiecke ein wich- 
tiger Schlufs über die Grenzen ziehen, zwischen denen die 
Winkelsumme dieser Dreiecke sich bewegt: Der Inhalt J 
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solcher Dreiecke liegt zwischen den Grenzen und 
2jrr*. Aus 

folgt 

0<£<360o 

oder mit Rücksicht auf die Definition von s 

180^ < « + ^ + y < 540^. 

Man gewinnt so den 

Lehrsatz: Die Winkelsumme des sphärischen 
Dreiecks liegt zwischen 2i2 und 6i2. 



§ 34. Sphärische Tielecke. 

Legt man um den Scheitel einer n-seitigen körperlichen 
Ecke eine Kugel^ so schneiden die Seiten der Ecke die 
Kugel in n grölsten Kreisbögen. Dieselben bUden ein 
sphärisches n-Eck; man bezeichnet dies n-Eck als zur 
körperlichen n-seitigen Ecke zugehörig. Die Betrachtung 
sphärischer n-Ecke mit Winkeln^ die einzeln mehr als 180^ 
betragen, wird hier ausgeschlossen, wie früher die Betrach- 
tung der körperlichen Ecken mit einspringenden Winkeln. 
Neimt man die Seiten der körperlichen Ecke a, h, Cy • . • , 
ihre Winkel a, ß, y, ..., so sind a^bfC,... gleichzeitig die 
Centriwinkel, welche' zu den Seiten (Bögen) des sphärischen 
n-Ecks gehören; diese Centriwinkel sind den zugehörigen 
Seiten des n-Ecks proportional; man kann also die Seiten 
des n-Ecks durch die Seiten der zugehörigen körperlichen 
Ecke messen. Die Winkel a, ß,yy ... der körperlichen Ecke 
sind identisch mit den Winkeln des zugehörigen sphärischen 
n-Ecks« Daraus folgt, dals die Sätze, welche in den §§ 9 
und 10 über körperliche Ecken ausgesprochen sind, sich auf 
sphärische n-Ecke folgendermafsen übertragen lassen: 

1. Die Summe der Seiten eines sphärischen n-Ecks, ge- 
messen in Winkelmafs, ist kleiner als 360^, und gemessen 
in Längenmafs, kleiner als ein gröfster Kugelkreis seiner 
Kugel. 
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2. Die Summe der Winkel eines sphärischen n-Ecks 
liegt zwischen 2nR und (2n — 4) iJ. (Vgl. § 9.) — Ein 
spezieller Fall dieses Satzes ist der am Schlüsse des vorigen 

Paragraphen zitierte Säte von 
der Wmkelsumme des sphä- 
rischen Dreiecks. 

Die Formel für den 
Flächeninhalt J des sphä- 
rischen Vielecks ergiebt sich 
aus folgendem: ABC DE F. . . 
sei die schematische Dar- 
stellung eines sphärischen 
w-Ecks auf einer Kugel von 
der Oberfläche F. Man zer- 
lege dasselbe durch sphärische 
Diagonalen von einer Ecke D 
aus in (w — 2) sphärische 
Dreiecke. Die Inhalte derselben seien J^, J^, ..., Jn—2- 
Dann ist (Fig. 61) 




Fig. 61. 



J,=F 



(\ + Y + ßi) - 180" 
720« 



{d, + ß, + a,)-180o 



r TT {Sn-2+ S + <p^) — I8QO 
Jn~t = Jf ^20 ' 



und mithin 



«/=«7i+e^ + '" + «'n — 2 = 



F[(a+ß+y+...+q>)-'{n—2)im'\ 



720 

qder^ wenn man den Inhalt der eckigen Klammer^ d. h. den 
Uberschufs der Winkelsumme des sphärischen n- 
Ecks über die Winkelsumme (» — 2) -ISO® eines 
ebenen w-Ecks als sphärischen Exzefs e des Viel- 
ecks bezeichnet, 

720» 720*» 



§ 35. Aofgaben za § 28 bis § 31. 81 

In Worten: Der Inhalt eines sphärischen Vielecks 
auf einer Kugel verhält sich zur Kugelfläche wie 
der Exzefs des Vielecks zu 82?. 

Von der letzten Formel und der Ungleichung 

0<J< 27ir^ 

ausgehend^ kann man auch ohne Benutzung der Sätze über 
körperliche Ecken den Satz 2 dieses Paragraphen er- 
schliefseD^ dafs 

< 4.nr^ • ^ < 27tr^ 

oder 

0< e^ <360o 

oder endlich, mit Rücksicht auf die Definition von c, 

{2n — A)B<(a + ß + y+ ...) <2hR 



ist. 



§ 35. Aufgaben zu § 28 bis § 31. 



1. Wieviel Kugeln von 1 cm Badius lassen sich aus 
einer BJeikugel von 10 cm Badius giefsen? 

Lösung: 1000 Kugeln, 

2. Wievielmal so grofs ist die Oberfläche der 1000 Kugeln 
-der vorigen Aufgabe als die Oberfläche der einen Kugel, 
aus der sie entstanden sind? 

Lösung: n= 10 mal so grofs. 

3. Wieviel wiegt eine Hohlkugel aus Eisen, deren 
äufserer Badius r^ = 10 cm, deren innerer Badius rg = 9 cm 
ist? Das spezifische Gewicht des Eisens ist s = 7,5. 

Lösung: 8,513 kg. 

4. Der Durchmesser einer Kugel ist in drei gleiche 
Teile geteilt. Durch die Teilpunkte sind Ebenen seiärecht 
zum Durchmesser gelegt. Wie grofs sind die Inhalte und 
die krummen Oberflächen der drei Kugelteile, in welche die 
Kugel durch die Ebenen zerlegt wird? 

Lösung: 

e7i=e73 = — Tr.rs, J^^'—ji-r^, 0^^ = 0^ = 0^^ ^n - rK 

Bohnert, Elementare Stereometrie. 6 



82 IV. Abschnitt. Die Kugel 

5. Um wieviel wächst der Badius eines kugelfönnigen 
Ballons (mit ausdehnbar gedachter Hülle)^ der 125 cbm Gas 
enthält; wenn derselbe steigend aus einem Gebiet vom Baro- 
meterstand 76 cm in ein solches vom Barometerstand 64 cm 
gelangt. 

Losung: 18 cm. 

6. Welchen Oberflächendruck erfährt eine Kugelfläche von 
10 cm BadiuS; in deren Innerem { Atmosphäre Druck herrscht^ 
durch den äufseren Atmosphärendruck; wenn derselbe pro 

Quadratcentimeter gleich 1 kg angenommen wird? f ji = — .1 
Lösung: Rund 943 kg. 

7. Eine Boje hat die Form eines Kugelsektors. Die 
Seitenlinie ihres Kegelmantels ist s = 1^5 m lang; der ge- 
meinsame Grundkreis des kegelförmigen Teües und des 

Segments hat den Umfang u = 4,4 m. In = — .1 a) Wie 

schwer mufs die Boje sein, wenn sie in Seewasser vom 
spezifischen Gewicht o = 1,03 mit dem kegelförmigen Teile 
gerade einsinken soll? b) Wie hoch ragt sie dann aus dem 
Wasser hervor? c) Wie grofs ist der sichtbare Teil ihrer 
Oberfläche? 

Lösung: a) 702 kg. b) 17,3 cm. c) 1,63 qm. 

8. Wie grofs ist der Flächenstreif F zwischen zwei 
aufeinander folgenden Meridianen der Erde, wenn der mitt- 
lere Erdradius r = 6370 km ist? 

Lösung: F= 1 416 000 qkm. 

9 *. Wie lang ist ein Parallelkreis der Erde in der geo- 
graphischen Breite (p, wenn die Erde als Kugel vom Radius r 
betrachtet wird? 

Lösung: 2jrrcos97. 

10. Wie grofs ist das Gewicht des Meerwassers zwi- 
schen zwei aufeinander folgenden Erdmeridianen, falls die 
mittlere Tiefe des Meeres zwischen denselben zu 2 km 
angenommen wird, der Erdradius 6370 km betragt und das 
spezifische Gewicht des Seewassers 1,03 ist? 

Lösung: Etwa 2917 Billionen Tonnen. 

11*. Die Wendekreise liegen unter 23i^, die Polar- 
kreise unter 66i^ Breite. Wie grofs sind die Zonen der Erde? 
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Lösung: Eine kalte Zone hat 21 146 000 qkm^ eine 
gemäfsigte 132146000 qkm, die heifse 203 324000 qkm. 

12*. Wie grofs ist das Gradtrapez der Erdoberfläche, 
das zwischen 15® und 35® südlicher Breite und zwischen 
115® und 150® östlicher Länge liegt? 

Lösung: 7 801 800 qkm. (Diese Fläche stimmt nach 
Lage und Gröfse annähernd mit der Oberfläche Australiens 
überein.) 

13*. Eine Kugelkappe ist der n*® Teil der Kugel- 
oberfläche. Zu der Kappe gehört ein Kugelsektor. Wie 
grofs ist der Winkel a, den die Achse des Sektors mit der 
Seitenlinie seines Kegelmantels bildet? 

j^ n — 2 
Losung: cos a = . 

14*. An eine Kugel vom Radius r ist von einem 
Punkte P, der vom Kugelmittelpunkt M die Entfernung a 
hat, der die Kugel berührende Kegel gelegt. Wie grofs ist 
der Sadius q des Kreises K, in dem der Kegel die Kugel 
berührt? Wie grofs sind die beiden Kappen C^ und C^, 
und wie grofs die beiden Segmente 8i und 82, in welche 
K die Kugelfläche und den Kugelkörper zerlegt? Wie 
grofs ist der zwischen Kegel und Kugel eiageschlossene 
Raum JB? 

Lösung: 



r^a^ — r^ a-r 7tr^{a-r)^2a + r) 
Q- ,C7,= 2^r2.-^,5, = 3^^^ , 

r 9^^2 ^ + ^ e nr^a + r)^2a — r) 
G,^27tr^.—^,S,^ 3^8 y 

^" "3^~"' 

Die Gröfse der Kappe C^ spielt eine Rolle in Aufgaben, 
in denen nach dem von einem hohen Punkte (Ballon, Berg- 
spitze) überbKckten TeUe der Erdoberfläche, nach dem Wir- 
kungsbereich eines Leuchtfeuers, nach dem Sichtbarkeits- 
gebiete eines Meteors und ähnlichem gefragt wird. 

6* 



84 IV. Abschnitt Die Engel. 

15. Zwei Kugeln von den Radien r und q durchsetzen 
sich. Ihr Centralabstand ist a. Wie grofs ist der beiden 
Kugehi gemeinsamer Baumteil ü? 

Lösung: 

16. Durch eiae Kugel vom Radius r, geht central eine 
cjlindrische Bohrung von der lichten Weite 2q. Wie grofs 
ist das Volumen des (fiDgerringartigen) Restkörpers 22? 

Lösung: • JB == -^ (yr* — q^^^. 

Aus der Lösung folgte dafs, wenn zwei Kugeln ver- 
schiedener Grofse mit derartigen centralen Bohrungen so 
versehen werden^ dafs die Restkörper gleiche Höhe haben^ 
die Volumina dieser Restkörper einander gleich sind. 
(Figur 62 stellt die Achsenschnitte zweier solcher Rest- 
körper dar.) 




Fig. 68. 

17. In einem Würfel von der Kante a liegen vier 
gleich grofse Kugeln, die je drei Würfelwände und je zwei 
benachbarte Kugeln berühren. Auf ihnen liegt, alle vier 
Kugeln berührend, eine fünfte ebenso grofse Kugel. Welchen 
Abstand A hat ihr Mittelpunkt vom Würfelboden? 

Lösung: Ä = |(l+y2). 

18. In zwei sich diagonal gegenüber liegenden Ecken 
eines W^ürfels von der Kante a liegen zwei Kugeln, die sich 
gegenseitig und je drei Würfelflächen berühren. Wie grofs 
ist der Raum jB zwischen den Kugeln und der Würfel- 
begrenzung? 
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19. Ein Kugelhaufen besteht aus vier gleichen Kugeln 
vom Sadius r; drei liegen in der untersten Schicht^ sich 
gegenseitig berührend^ die vierte auf ihnen^ die drei ersten 
berührend. Wie hoch ist der Haufen? 



Losung: h = 2r(l+^ß]. 



20**^. Die Mittelpunkte von fünf gleichen Kugeln^ die 
den Radius r haben ^ bilden die Ecken eines regelmäfsigen 
Fünfecks. Jede Kugel berührt die beiden Nachbarkugeln. 
Eine sechste Kugel vom Radius 22 liegt auf den fönf übrigen^ 
sie samtlich berührend. Wie grofs sind der Mantel M und 
der Radius q der Grundfläche des Kegels^ der diesem Kugel- 
haufen umschrieben ist? 

Lösung: Q = r (ctg — + - — jr^^l, M=nQ^* , 

^ ^ \^2 sm36V ^ cosw' 

wo U'=^ q) + ip ist und 97 und tp durch die Gleichungen 

r 1 II r 

cos cp = rpr— — • -; — — — r uud siu w = -^r—, — bcstlmmt sind. 
^ JB + r sm 36 ^ ^ E + r 

21**^. Ein kegelförmiges Glas ist teilweise mit Wasser 
gefüllt. Die Spitze des Kegels zeigt nach unten^ die Achse 
des Kegels büdet mit der Seitenlinie desselben einen Winkel a. 
In das Glas wird eine Kugel vom Radius r gesenkt. Sie 
sinkt zu Boden und ist nach dem Einsinken eben vom 
Wasser bedeckt. Bis zu welcher Höhe h stand das Wasser 
ursprünglich im Glase? 



T « I. 1/(1 + sin a)* . X o 

Losung: A-r- [/ gi^Sq — 4ctgga. 

22. Zwei Kugeln haben die Radien r^ und r, und den 
Centralabstand a. Die Kugeln sind mit einem Netzwerk 
umspannt. Wie grofs sind die Kugelkappen Ci und 62} 
längs deren das Netzwerk den Kugeln anliegt? Wie grofs 
ist der Mantel M des abgestumpften Kegels^ den das 
Netzwerk bildet^ soweit es den Kugeln nicht anliegt? 
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Wie grofs ist das vom gesamten Netzwerk mnschlossene 
Volmnen F? 

Lösmig: 
^ 27ir\ (a + Ti — r ,) ^ 23ir\{a — r^ + r^) 

L/i = , O, = , 



Jlf = 



a ' a 



a 



r^^*\rl{a+dy{2a—d)+rl(a — dy(2a + d) 

+ (o»_d')»(rJ + *-J + rirs,)l, 
wo d «= r^ — r, ist. 



Y. Abschnitt 



Die regelmäfsigen Körper. 



§ 36. Der Enlersehe Satz. 

Es soll im folgenden einö wichtige, von Euler (1707 bis 
1783) gefundene Beziehung zwischen den Anzahlen der 
Ecken, Kanten, Seitenflachen eines Polyeders aufgesucht 
werden. 

Als Polyeder wird für den vorliegenden Fall jeder ge- 
schlossene, einfach zusammenhängende (also nicht durch- 
brochene), von ebenen Flachenstücken (Seiten) begrenzte und 
nicht mit einspringenden Flächenwinkeln und Kantenwinkeln 
behaftete' Körper bezeichnet. Die Anzahl seiner Ecken 
soll ey die Anzahl seiner Kanten soll i, die Anzahl seiner 
Seitenflächen soll f sein. Um solches Polyeder denke 
man sich eine Kugel gelegt, welche das Polyeder völlig 
in ihrem Inneren enthält. Der Kugelmittelpunkt M soll 
im Inneren des Polyeders liegen. Von M aus projiziere 
man sämtliche Kanten des Polyeders auf die Oberfläche 
der Kugel. 

Dadurch überzieht man die Kugel mit einem Netzwerk 
sphärischer Vielecke, welche die Kugel vollständig bedecken. 
(Denkt man sich in M eine Lichtquelle, die Polyederseiten 
und die Kugel durchsichtig, die Polyederkanten undurch- 
sichtig, so bilden die Schatten der letzteren auf der Kugel 
das genannte Netzwerk.) Die Anzahl der sphärischen Viel- 
ecke ist gleich /, die Aiizahl der Kanten aUer dieser Viel- 
ecke ist h und die Anzahl ihrer Ecken ist e. Das erste, 
zweite, .../*** Vieleck habe a^, ag, ... Of Kanten. 
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Dann ist 

(1) ^^ a, + a, + ... + q, ^ 

Die Flächeninhalte dieser Vielecke mögen mit 9?i, 9?2> ««^ 9^/ 
bezeichnet werden. Die Fläche der Kugel^ auf welcher sie 
liegen, sei F. Dann ist 

(2) .?'= 9?i + 9?2 + . . . + 9^/- 

Nach dem Satze § 34 über den Flacheninhalt eines 
sphärischen Vielecks ist, wenn e^^ ^2' • - • ^/ die sphärischen 
Exzesse der genannten Vielecke bezeichnen, 

F 

9^1 + 9^2 + • • • + 9^/ = ^^2Öö • (^1 + ^ + ••• + */) ' 

oder, wegen (2) 

(3) .€i + £8 + ... + £/=720^ 

Nun ist, wenn at, ßu y^ » - . die Winkel des ersten, 
«2> Ä> 72) • • • die des zweiten, a/, ß/, //, ... die des Z^*" 
sphärischen Vielecks bedeuten 

ffii = a, +i5i + yi + ...-~(ai — 2).1800 
62 = a, +Ä + y, + ... — (a, — 2) * 180<> 



(4) 



^«/ = «/:+)8/ + y/+...— (qr-2)-l80o 

oder 

(5) €i + fi2 + ..-^ «/ = -S'(a, )5, y ...) 

— K + «^2 + ... + er/) . 180» + 2/"- 180^ 

Da nun stets die Winkel an einer Ecke des Netzwerkes 
360^ betragen, das Netzwerk aber e Ecken besitzt, so ist 

(6) 2(a, ß,y, ...) = c. 3600. 
Daher folgt mit Benutzung von (3), (6) und (1) 

720» = e . 3600 — 2A; . 180« + 2/'. 1800, 

oder 

2 = e — 7c + /*, 



§ 37. Die Zahl der regelm&Tiigen (pythagoreischen etc.) KOrper. 89 
oder der Eulersche Satz 

In Worten: Die Anzahlen der Ecken und Flächen 
eines Polyeders zusammen sind um 2 gröfser als die 
Anzahl seiner Kanten. 

Beispiele: Ein Würfel hat (8 + 6) Ecken und Flächen 
und 12 Kanten^ eine 4-seitige Pyramide hat (5 + 5) Ecken 
und Flächen und 8 Kanten^ ein 5-seitiges Prisma hat (10 + 7) 
Ecken und Flächen und 15 Kanten^ u. s. w. 

§ 37. Die Zahl der regelmäfsigen (pythagoreischen, 

platonisclien) Körper. 

Ein Polyeder heifst regelmäTsig, wenn seine Begrenzung 
von lauter kongruenten regelmäfsigen Vielecken gebildet 
wird^ die unter gleichen Neigungswinkeln zusammenstolsen. 
Die Anzahl der mögUchen, regehnäfsigen Körper ist be- 
schränkt und kann durch folgende Überlegung gefunden 
werden: 

In einer körperlichen Ecke ist die Seitensumme stets 
kleiner als 360^. . Da eine Ecke eines r^ehnafsigen Körpers 
als Seiten nur die Winkel regelmäfsiger Vielecke ent- 
halten kann^ so können in einer Ecke nur drei, vier oder 
fünf jgleichseitige Dreiecke, drei Quadrate oder drei regel- 
mäisige Fünfecke zusammenstofsen. Es ist ausgeschlossen, 
dafs üi einer Ecke mehr als fünf gleichseitige Dreiecke, 
mehr als drei Quadrate oder drei reeehnäTsige Fünfecke 
zusammenstofseiT weU sonst die Seitensumme der körper- 
liehen Ecke 360^ überschreiten würde, und es ist aus dem 
gleichen Grunde ausgeschlossen, dals in einer Ecke irgend 
eine Anzahl von Vielecken höherer Kantenzahl als fünf 
zusammenstolsen. — Demnach sind nur folgende regel- 
mäfsigen Körper möglich: 

In einer Ecke stofsen zusanunen 

1. drei gleichseitige Dreiecke: Körper J., 

2. vier „ „ „ B, 

3. fünf „ „ „ C, 

4. drei Quadrate: „ D, 

5. „ regelmäfsige Fünfecke: „ E, 
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Einen Anhalt zur weiteren Erschliefsung der Fonn 
dieser Körper giebt folgende Betrachtung: Setzt sich die 
Oberfläche der Korper aus n-Ecken zusammen und gehen 
von einer Ecke j> Kanten aus^ so ist, wenn wieder e die 
Ajizahl der Ecken^ f die Anzahl der Flachen^ Tc die Anzahl 
der Konten bezeichnet 

(1) 2h = nf=ep, 

und, nach dem Eulerschen Satze 

(2) e + f=Jc + 2. 

Aus diesen Gleichungen folgte wenn man der Beihe nach 
mit Hilfe von (1) je zwei der Grofsen c, f, h eliminiert^ 



a) 



c = 



4n 



b) /•= 



c) 



h 



2» + 2p — pn 

4p 
2n + 2p — pn 

2pn 
2n + 2p — pn 



Diese Gleichungen dienen zur Bestimmung der Ecken-^ 
Flachen- und Kantenzahl der regelmäfsigen Korper. Das 
Ergebnis der Rechnung ist in folgender Tabelle nieder- 
gelegt. 



EOrper 


n 


P 


Eoken- 
zaU 

e 


Fl&chen- 
zahl 

f 


Eanten- 
zahl 

h 


Name des KOrpen 


A 


3 


3 


4 


4 


6 


Tetraeder 


B 


3 


4 


6 


8 


12 


Oktaeder 


C 


3 


5 


12 


20 


30 


Tkosaeder 


B 


4 


3 


8 


6 


12 


Würfel (Hexaeder) 


E 


5 


3 


20 


12 


30 


Dodekaeder 

















§ 38. Das Tetraeder nnd das Oktaeder. 
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Aus den Gleichungen a) und b) ergiebt sich noch eine 
interessante Beziehung, die auf die Beciprocitat von Punkten 
und Ebenen hindeutet: Vertauscht man die Werte von n 
und p miteinander^ so gehen die Werte von e und f in- 
einander über und der Wert von k bleibt ungeandert: Okta- 
eder und Würfel haben also gleichviel Kanten , und der 
eine Körper hat so viel Ecken als der andere Flachen hat 
und umgekehrt; Ikosader imd Dodekaeder haben gleichviel 
Kanten^ und das eine hat so viel Ecken als das andere 
Flachen hat imd umgekehrt Das Tetraeder ist in dieser 
Hinsicht ein sich selbst entsprechender Korper. — Setzt 
man in den Gleichungen a) b) c) für n und p irgend welche 
höhere Werte als in der Tabelle angegeben^ so wird der 
Nenner auf der rechten Seite Null oder negativ, und so 
kann auch aus diesen Gleichimgen erschlossen werden, dafs 
die Zahl der r^lmafsigen Körper auf die genannten fünf 
beschränkt ist. 



§ 38. Das Tetraeder und das Oktaeder. 

Das Tetraeder, mit 4 Ecken, 6 Kanten und 4 gleich- 
seitigen Dreiecken als Seitenflächen ist eiae regelmäTsige 




Flg. 63, 



dreiseitige Pyramide (Fig. 63). Es besitzt drei Hauptachsen- 
schnitte längs der von der Spitze S herablaufenden Kanten. 
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Jeder dieser Achsenschnitte (z. B. SAD) ist ein gleich- 
schenkliges Dreieck y dessen Basis (SA) eine Tetraeder- 
kante a, dessen Schenkel die Höhen (SD und AD) gleich- 
seitiger Dreiecke von der Seitenlange a sind. Diese 

€t I — 

Schenkel haben daher die Lange ^yS. Die Höhe SO des 

Tetraeders geht durch den Mittelpunkt des umschriebenen 
Kreises der Grundfigur ABC. Derselbe ist gleichzeitig 
Schnittpunkt der Höhen und der Mitteltransversalen von 

ABC. Daher ist OA^ OB^ ÖC « |y3. Da (SO)» 



= (SAy — {AOy ist, folgt SO=^a 



Da endlich der Flächeninhalt F des Dreiecks ABC 
= -j y 3 ist, folgt der Satz: 

Der Inhalt J eines regelmäfsigen Tetraeders 
von der Kantenlänge a ist bestimmt durch die 
Gleichung 

Eine moWge L.gebezieh™g ™<cken ehunder gegeo- 
Überliegenden Kanten des Tetraeders findet man durch 
folgende Betrachtung (Fig. 64): 

Zeichnet man die windschiefen Diagonalen AB und CD 
der beiden Grundflächen eines Würfels, und verbindet man 
A mit C und D sowie B mit C und D, so entsteht ein 
regelmäfsiger Körper mit 4 Ecken, 6 Kanten und 4 gleich- 
seitigen Dreiecken als Grundflächen, d. h. ein regelmäfsiges 
Tetraeder. Man erkennt ohne weitereB, dafs je zwei gegen- 
Überliegende Kanten dieses Tetraeders senkrecht aufemander 
stehen (vgl. § 6, Erkl. des Winkels zwischen windschiefen 
Geraden). Da alle regelmäfsigen Tetraeder einander ähnlich 
sind, gilt allgemein folgender Satz: In jedem regel- 
mäfsigen Tetraeder stehen einander gegenüber- 
liegende Kanten senkrecht zu einander. 

Verbindet man in Figur 64 die Mitten gegenüber- 
liegender Kanten des Tetraeders, also E mit JP, G mit H, 
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J mit Ky so folgte da diese Punkte gleichzeitig die Mitten 
der Würfelflachen sind, der Satz: In jedem regel- 
mäfsigen Tetraeder schneiden sich die drei Ver- 
bindungslinien der Mitten gegenüberliegenderTetra- 
ederkanten in einem Punkte 0. Die drei Verbin- 
dungsgeraden stehen aufeinander senkrecht und 
sind gleich lang. Sie stellen das krystallographische 
Achsenkreuz des Tetraeders dar. Die Achsenlänge 

verhält sich zur Tetraederkante wie l«y2. 

Verbindet man endlich E und F mit Gy Hy J und Kj 
und zieht man den Linienzug GJHKy so entsteht das 




Fig. 64. 

regelmäfsige Oktaeder EGJHKF, der regelmäfsige Körper 
mit sechs Ecken/ acht gleichseitigen Dreiecken als Flächen 
und zwölf Kanten. 

Da GJW AB II KH und eT^lf II CD II GK ist, da femer 
GJ^iAB^KH und JH^ {CD^GK ist, da endlich 
AB^CD und AB1.CD ist, folgt, dafs der Linienzug 
GJHK ein Quadrat ist. Daraus, aus den Symmetrie- 
verhältnissen des Körpers und dem Umstände, dafs alle 
regelmäfsigen Oktaeder einander ähnlich sind, folgt der 
Satz: Je vier in einer Ebene liegende Kanten 
des regelmäfsigen Oktaeders bilden ein Quadrat. 
— Die Verbindungslinien je zweier gegenüber- 
liegender Oktaederecken schneiden sich in einem 
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Punkte, Btehen aufeinander senkrecht nnd sind 
gleich lang. Sie stellen das krjstallographische 
Achsenkreuz des Oktaeders dar. Die Achsenlänge 
verhält sich zur Oktaederkante wie y2:l. DaeOkta- 
eder kann aufgefafst werden als quadratische 
Doppelpyramide mit lauter gleichen Kanten. 

Bezeichnet man die Oktaedeikante mit h, so ist der 

Flächeninhalt y von ffJfl^S: gleicht*; femer ist SO = -p^ 

Daraus folgt der Satz: Der Inhalt J eines regel- 
mäfsigen Oktaeders von der Kautenl&nge h ist be- 
stimmt durch die Gleichung 

Aus der Betrachtung der Fignr 64 erkennt man eine 
Beziehong zwischen dem Oktaeder und dem Tetraeder, die 



in der Kiystallographie von Bedeatui^ ist: Die vier 
Tetiaederflächen fallen ihrer Lage nach mit vier Flächen 
des Oktaeders zusammen. Man erhält ein Tetraeder, wenn 
man eine Oktaederfläche, z. B. EGJ, wachsen, die anstolsen- 
den Flächen EJH, EGK, FJG verschwinden, und jede 
an eine verschwindende Oktäederfläche anstofsende Oktaeder- 
fläche FJS, EKH, FGK wieder wachsen läfst Dabei 
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venschwindet die Hälfte der Oktaederflächen und die 
wachsenden Oktaederflächen schneiden sich in den Kanten 
des zum Oktaeder zugehörigen Tetraeders. Man bezeichnet 
daher das Tetraeder als den Halbflächner des Okta- 
eders. Bezeichnet man die Oberflächen und Inhalte eines 
Oktaeders und seines zugehörigen Tetraeders bezw. mit 0» 
und Ory Jo und J^y so bestehen folgende^ leicht ableitbaren 
Gleichungen 

(1) 2 Oo = Or und 

(2) 2Jo=^Jr. 

Jenachdem man zuerst die links vom oben gel^ne 
Fläche EGJ oder die rechts vom oben gelegene Fläche 
EJH wachsen läfst, entstehen zwei verschiedene Tetraeder, 
die zu einander symmetrische Lage haben und gleichen In- 
halt besitzen. In Figur 65 sind beide Tetraeder und der 
bei ihrer gegenseitigen Durchdringung entstehende Durch- 
dringungskör'^er gezeichnet. 

§ 39. Das Ikosaeder. 

Das Ikosaeder^ mit 12 Ecken^ 30 Kanten und 20 gleich- 
seitigen Dreiecken als Seitenflächen kann au^efalist werden 
als Kombination eines Prismatoids Pr und zweier kon- 
gruenter, regelmäfsiger fünfseitiger gerader Pyramiden P. 
Figur 66 stellt das Ikpsaeder parallelperspektivisch, Figur 67 
dasselbe Ikosaeder in Vertikalprojektion auf die Grundebene 
dar. Die Kante des Ikosaeders sei a. Die Grundflächen der 
fünfseitigen Pyramiden sind zwei regelmäfsige Fünfecke F 
von der Kantenlänge a . r sei der Radius des umschriebenen, 
Q der Radius des einbeschriebenen Ejreises dieser Fünfecke. 
Die Höhe OII=h der Pyramiden ist bestimmt durch die 
Gleichung 



(1) Ä«ya2_y2. 

Das Prismatoid hat als Grundflächen die beiden Fünf- 
ecke F, Figur 67 zeigt, dafs diese Fünfecke um einen 
Winkel von 36^ gegeneinander aus der Lage gegenseitiger 
Deckung gedreht sind. Die Seitenwände des Prismatoids 
sind 10 gleichseitige Dreiecke von der Kantenlänge a. Der 
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Mittelschnitt des Prismatoids ist ein regelmafsiges Zehneck Z 



a 



von der Kantenlange ^. Die Höhe tj des Prismatoids ist 
bestimmt durch die Gleichung 



(2) 



V-^^-ir-Qy. (Vgl. Fig. 66.) 








Berücksichtigt man nun^ dais für ein regelmäisiges 
Fünfeck F von der Kantenlänge a 



(♦) r = ^.F'lO(5 + y5), 



e = ^-y5(5 + 2f5), 
^=^•^5(5 + 2/5) 



ist^ so folgt aus (1) 



A = ^./IÖ(5-y5) 
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und mit Rücksicht darauf, dafs /30 + 10 /ö = 5 + /& ist, 

(I) p=g(5+.y5). 

Aus (2) folgt, da /70 + 30/5 = 5 + 3 /ö ist, 
(*) ^ = ^-/lÖ(5+7ö). 




C 



B B' 

Pig» 67. 

Die Fonnel für den Inhalt des Prismatoids 



IV = jÄ-(6?+6?i + 4Jlf) 



geht hier über in 



lV = ^i7. (2 J? + 4Z), 



a 



wo Zy als Inhalt eines Zehnecks von der Kantenlange tr-, 
bestmint ist durch die Gleichung ^2' 



z=^/FTiW. 



Demnach ist 



2F+4.Z= |- 1^10(25 + 11 Vö) 



Bobnert, Elementare Stereometrie. 
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und, w«ü y^45 + 20 /ö = 5 + 2 /5 ist, 

(II) iV-^(5 + 2y5). 

Da endlich der Ikosaederinhalt bestimmt ist durch die 
Gleichung 

erhält man als Endresultat aus (I) und (H) 

Man beachte den Sat^, der sich aus den mit (*) be- 
zeichneten Gleichungen ergiebt: Die Höhe des Prismatoids 
im Ikosaeder ist gleich dem Radius des umschriebenen 
Kreises seiner Grundfigur. 

Der Inhalt des Ikosaeders laist sich auch als Summe 
von 20 dreiseitigen ]^ramiden berechnen, welche als Grund- 
flachen gleichseitige Dreiecke von der Kantenlange a haben, 
und deren Spitzen im Mittelpunkt T der dem Ikosaeder 
umschriebenen Kugel li^n. Der Radius R dieser Kugel 
ist bestimmt durch die Gleichung 



(1) 



ie = yr« + |'-ry5-i.K2(5 + /5). 



Die Höhen der dreiseitigen Pyramiden, welche deich- 
zeitig Radien E der dem Ikosaeder einbesduiebenen Kugel 
sind, sind bestimmt durch die Gleichimg 



E 



-]/^"- 



welche mit Rücksicht auf die Gleidrang (1) tmd die Iden- 
titSt fÜT+Öyt = 3 + y5 fibeigeht in 

(2) JE;==^.y3(3 + /5). 

Demnach ist 
J-=20.|.^y3.^y3 (3 + ^5) =^(3 + ^5). 



§ 40. Das Dodekaeder. 
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§ 40. Das Dodekaeder* 

Das Dodekaeder, mit 20 Ecken, 30 Kanten und 
12 regelmäfsigen Fünfecken als Seitenflächen, kann aufgefafst 
werden als ein Würfel, auf dessen 6 Flächen dachförmige 




Fig. 68. 

Körper aufgesetzt sind. Figur 68 stellt das Dodekaeder 
parsJlel-perspektivisch dar. In Figur 69 ist ein regehnäfsiges 
Fünfeck gezeichnet« Seine Diagonale ii^t die Kante AB 
des Würfels in Figur 68. Auf die Würfelflächen sind 
Dächer aufgesetzt, deren Seiten- 
kanten und Firste sämtlich die 
Länge der Fünf eckseite haben. 
Die Firste der Dächer über 
benachbarten Flächen des 
Würfels stehen senkrecht zu ein- 
ander, die Firste der Dächer 
über einander gegenüber- 
liegenden Würfelflächen sind 
pandleL Im Laufe der Unter- 
suchung wird sich ergeben, dafs 
jede Zpezformige Räche eines 

7* 
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Daches mit einer dreieckigen Fläche des Nachbardaches in 
einer Ebene liecct. dafs also der durch die ans:^:ebene Kon- 
struktioQ entsWene Körper in der That vof^gelmäfeigen 
Fünfecken begrenzt, ein Dodekaeder ist. — Zunächst soll 
der Inhalt des Körpers berechnet werden. 

Bezeichnet man die Fünfeckseite EB mit a, die Fünf- 
ecksdiagonale CB mit d, die Höhe EG des gleichschenk- 
ligen Dreiecks EBC mit o?, so ist 

a; = |.fl0-2/5, 

^=-1^(1 + ^5), 

mithin der Inhalt W des Würfels bestimmt durch die 
Gleichung 

(1) Tr=a8(2 + y5). 

Der Inhalt D jedes Daches ist als Prismatoid zu be- 
rechnen nach der Formel 



D= ^h.{G + G^ + 4LM). 



Hier ist 



2 



4 Jf = ((Z + a) • <ü = a» . (2 + Yö) , 
also 

(2) 6D = Ä.^.(7 + 3Y5). 

Zur Bestimmung von h fälle man von E das Lot 
EF^h aui die obere Würfelfläche und das Lot JS(? auf 
die Würfelkante BC. Dann ist 

h^ = {E G)* — {FG)K 
Hier ist 



und 



EG = x = ^ '^10 — 2Yb 



mithin 
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i^G=^=i(y5-i), 



n Ä=|. 



Fuhrt man diesen Wert in die Gleichung (2) ein^ mid 
beachtet man« dafs der Inhalt J des ganzen Körpers durch 
die Gleichung bestunmt.ist 

so erhalt man 

(3) J'=^.(l5 + 7/5). 

Jetzt ist leicht zu zeigen^ dafs die dreieckige Flache 
EBC mit der anstofsenden Trapezfläche BCHJ des 
Nachbardaches in einer Ebene liegt, ^öJP ist der Neigungs- 
winkel von EBC gegen die horizontal liegende Würfel- 
flache. Fällt man von der Mitte K der E^te HJ das 
Lot auf die Würfelkante BC, so trifiFt dasselbe die Kante 
in G . Fällt man femer von K das Lot KL auf die rechts 
liegende Wfirfelfläche und verbindet man G mit L, so ist 
GKL der Neigungswinkel von B CHJ gegen die Horizontal- 
ebene. Die r^iecke EFG und GLK sind rechtwinklig. 
Femer ist 

FG d—a , LKa 

EF T" "^^ LG^ r 

Da nun = -7 ist, sind die Dreiecke EGF und 

ad 

GKL ähnlich und die Winkel ^GJPund GKL gleich. 
D. h, die Dreiecksfläche EBC und die Trapezfläche BCHJ 
sind gegen die Horizontalebene gleich geneigt; da sie über- 
dies die Kante B C gemeinsam haben^ liegen sie in der- 
selben Ebene und bilden zusammen ein regelmäfsiges Fünf- 
eck. Durch wiederholte Anwendung des Schlufsverfahrens 
auf die übrigen Flächen kommt man zu dem Eesultat^ dafs 
der aus dem Würfel und den sechs Dächern zusammen- 
gesetzte Körper wirklich das regelmäfsige Dodekaeder ist^ 
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und dafs der Inhalt «7 des regelmäfsigen Dodekaeders 
bestimmt ist durch die Gleichung 

Der Inhalt J des Dodekaeders lälst sich auch als 
Summe von 12 funfseitigen Pyramiden finden^ welche als 
Orundflächen regelmäfsige Fünfecke von der Kantenläuge a 
haben und deren Spitzen im Mittelpunkt r der dem Dodeka- 
eder umschriebenen Eugel liegen. Der Badius B dieser 
Kugel ist bestimmt durch die Gleichung 

(1) B=ldil^\ai^.{l + ib). 

Die Höhen der fünfseitigen Pjramiden^ welche gleichzeitig 
Badien E der dem Dodekaeder einbeschriebenen Kugel 
sind^ sind bestimmt durch die Gleichung 

in welcher r den Badius des dem Fünfeck umschriebenen 
Kreises, also den Wert 



10 
bedeutet. Man erhält 



(2) ^ = ^.1/5(50+22^. ■ 

Da endlich die Flache F eines Fünfecks von der Kanten- 
lange a den Inhalt 

(3) F~^-yb(5 + 2ß) 
hat^ 80 ist der Inhalt des Dodekaeders 

J^ 12 .| .^ K5(5 + 2^5) . ^^5(50 + 22y5) 

oder 

J=^(lb + Tß). 
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§ 41. Die gemeinsame Ableitnng 
für Inhalte und Oberfläelien der regelmäüsigen Körper. 

Ein regelmafsiger Körper K habe e Ecken, f Flächen 
und h Kanten. Jede seiner Flächen F sei ein regelmälsiges 
n-Eck. Von jeder der e Ecken sollen jj Kanten ausgehen. 
Dann ist 

e + /•= Ä + 2 (Eulers Satz), 

nf=2'k, 

ep = 2k. 

Um den regelmafsigen Korper K konstruiere man die um- 
schriebene Kugel. Vom Mittelpunkt C derselben projiziere 
man die Kanten von K auf die Kugelfläche. Auf der Kugel- 
fläche entsteht dadurch ein regelmäfsiges Netz gröfster Kreis- 



^"j 



JT fr 


jr 








^ 


s 



Fig. 70. 

bögen. Das Netz hat e Knoten, f Maschen und & Fäden. 

Alle Maschen sind regebnäTsig, n-fädig, untereinander kon« 

gruent. Von jedem der e £[noten gehen p Fäden aus. Der 

Winkel von 360^ um einen Knoten wird durch die p Fäden 

3500 ^ 

in p gleiche Winkel von der Gröise W = « 180 ® • ^ 

geteilt. Figur 70 stellt eine Fläche des Körpers K^ einen 
Teil seiner umschriebenen Kugel und die zur Fläche zu- 
gehörige Masche des Kugelnetzes dar. M sei der Mittel- 
punkt der Masche auf der Ki^elfläche. Von M lege man 
durch zwei Knoten A und B der Masche die gröist^i 
Kreisbögen MA und MB, Dann ist MAB ein gleich- 
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schenkliges sphärisches Dreieck. Sein Basiswinkel MAB ist 
(1) ^ = ^Tr-90o.^. 

Zeichnet man in diesem Dreieck die sphärische Höhe MD, 
so ist der halbe Winkel AMD an der Spitze 

Ln rechtwinkligen sphärischen Dreieck AMD ist dem- 
nach nach den Neperschen Eegeln der sphärischen Tri- 
gonometrie 

(3) cos AM^ ctg a • ctg ß 
und daher 

(4) sin AM^ j/l — ctg^a ctg»/?. 

Bezeichnet man nun den Radius CA der umschriebenen 
Kugel des Körpers K mit R, den Badius CN seiner ein- 
beschriebenen Kugel mit £> den Badius AN des umschrie- 
benen Kreises einer Fläche F von K mit r und den Badius 
ihres einbeschriebenen Kreises mit q, so bestehen folgende 
Gleichimgen: 

a 



2sina 



a 



2tga' 



J? = 



sin AM 



(5) 
und 

(6) 
femer 

(7) 

und 

(8) E^B* coB AM. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

^__ n - a • Q ^ ha^ 
^ 2 2/*tga' 

oder für die Oberfläche des regelmäfsigen Itörpers 
(!) 0=/ l^ = ^fea^ctga. 
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Da der Inhalt J des regelmäfsigen Körpers K durch die 
Gleichung 

bestimmt ist^ und da 

r cos AM a cos AM 



E 



sin AM 2 sin a sin AM 



oder 



ist; folgt 



oder 

(11) 

wo 



^^ g ctg g ctg/? 

2sin ayi — ctg*a ctg^ ß 

j ^ Je • a^ ctg^ a ctg ß 
~ 12S1I1 a yi — ctg» a ctg« ^ 

k * a^ * ctg^a eonß 

12 ysln^a sln^jJ — cos*« cos*^ ^ 

a«90o.|. und ^=900-|- 



ist. . 

Die Formeln I und II gestatten die Berechnung der 
Oberflache und des Inhaltes jedes regelmäfsigen Korpers, 
dessen Ecken-, Kanten- und Fiächenz^ gegeben ist, aus 
seiner Kantenlange a. 

Die Gleichungen 

(HI) iz= , a^inß 

Äysin*« sln*^ — cos*« cos*^ 
und 

(IV) JE^ aetgaeoHß 

^ jjysin*« sin^ß — cos*« cos*^ 

geben die Werte für die Radien der umschriebenen und 
der eiabeschriebenen Kugel jedes regelmäfsigen Körpers. 

Aus den Formeln I — IV ist folgende Tabelle abgeleitet, 

in der w den Ausdruck ysin* a sin« ß — cos» a cos*/? bedeutet. 
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Man beachte die Sätze, die sich aus dieser Tabelle er- 
geben: Die Oberflächen eines Tetraeders, eines Oktaeders 
und eines Ikosaeders von gleicher Kantenlänge verhalten 
sich wie 1:2:5. Die Inhalte eines Tetraeders, eines 
Oktaeders und eines Würfels von gleicher Kantenlänge 

verhalten sich wie 1:4: 6y2, die Badien ihrer umschrie- 
benen Kugeln wie ys : y4 : ^6 , die Radien ihrer einbeschrie- 
benen Kugeln wie 1 : 2 : y6. Das Verhältnis der Radien 
der umschriebenen und einbeschriebenen Kugel ist für das 

Tetraeder 3 : 1, für das Oktaeder und für den Würfel fS : 1. 

In der Tabelle sind alle Grossen mit Hilfe der Kanten- 
länge a ausgedrückt; man kann aus ihr neue Tabellen ab- 
leiten, iii denen alle Gröfsen durch B oder durch JS aus- 
gedrückt sind, und dann die Beziehungen «wischen den 
verschiedenen regelmäfsigen Körpern au&uchen^ die derselben 
Kugel einbeschrieben oder umsdnieben sind. 

Die Ausfuhrung dieser Rechnungen mag dem Leser 
überlassen bleiben. 



Zweiter TeiL 



VI. Absohnitt 

DerHeinzescheGentralkörper. Eörperberecli- 
nimg anf Grand rSnmlicher Anschanimg. 



§ 42. Allgemeines. 

Im Jahre 1886 ist bei B. 6. Teubner in Leipzig erschienen : 
Genetische Stereometrie von Dr. Karl Heinze, bearbeitet von 
Franz Lücke. In diesem Buche wird der Begriff des Cen- 
tralkörpers eingeführt: ^ J)er Centndkörper hat zwei parallele 
ebene Flächen als Grundflächen. Jeder Eckpunkt der einen 
Grundfläche ist entweder nur mit dem korrespondierenden 
Eckpunkt der anderen oder sowohl mit dem korrespon- 
dierenden als auch mit einem (etwa dem rechts) benachbarten 
verbunden; die Seitenflächen entstehen dadurch^ dafs sich 
an je zwei benachbarten Seitenkanten Gerade parallel zu 
den Grundflächen fortbewegen. Die Seitenkanten (oder 
Seiten) sind Gerade oder solche krumme Linien^ die ein 
bestimmtes (an anderer Stelle erläutertes) Bildungsgesetz 
haben.^^ Diese Erklärung mag von folgender Erläuterung 
begleitet bezw. ein wenig durch dieselbe modifiziert werden: 
Die Grundflächen können Polygone oder krummlinige 
Flächen sein. Im letzten Falle treten an Stelle der ^^Eck- 
punkte'^ unendlich viele unendlich benachbarte Punkte; 
die „Korrespondenz" der Punkte in den Begrenzungen der 
Grundflächen kann hier durch irgend eine willkürliche Vor- 
schrift gegeben sein^ welche nur beachten muTs^ dafs^ wenn 
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Ä, B, Gy Dy ... aufeinander folgende Punkte *der Be- 
grenzung der einen Grundfläche sind, die ihnen enteprechen- 
den Punkte A'yB\ C'yD\... in derselben Reihenfolge 
aufeinander folgen. Es ist auch nicht ausgeschlossen, dafs 
jedem der Punkte Ay B, Cy Dy ... oder einzelnen von diesen 
Punkten nicht nur ein Punkt der anderen Grundfläche, 
sondern Punktgruppen, z.B. Bjy Bn, Bjuy ..., ent- 
sprechen, deren Individuen dann sämtlich mit dem kor- 
respondierenden B verbunden sind und deren letztes Bn 
mit C verbunden sein kann. Die Grundflächen des Central- 
körpers können emzehi oder beide in Linien ausarten. 

Die Inhalte sämtlicher Körper, welche der Defbition 
des Centralkörpers genügen, sind bestimmt durch die 
Gleichung 

in welcher h die Höhe, G und G' die Grundflächen und M 
den Mittelschnitt des Centralkörpers bedeuten. Diese Be- 
hauptung' ist in den folgenden Pan^raphen^ wenigstens 
unter gewissen Einschränkungen, zu erweisen. 

Die Zahl der Körper, welche unter den Begriff des 
Centralkörpers fallen, ist aufserordentUoh grofs. Für sie 
giebt die* Definition des Centralkörpers eine einfache Ein- 
teüung: Sie aeriaUen in Körper mit geradlinigen Seiten- 
kanten und in solche mit krummlinigen Seitenkanten. Jede 
dieser Gruppen zerfallt in zwei Unterabteilungen; in Körper 
mit geradlinig begrenzten und mit krummlinig begrenzten 
Grundflächen. Die Körper mit geradlinig b^renzten Grund- 
flächen und geraden Seitenkanten zerfallen nach Heinze in 
Anti-', Para- und Ihter-Gebilde, je nachdem die Seiten- 
flächen Dreiecke oder windschiefe Flächen oder teils Drei- 
ecke, teils windschiefe Flächen sind. Endlich treten Körper 
auf, welche zwar nicht selbst Centralkörper sind, aber als 
Summen oder Differenzen von solchen aufgefafst werden 
können. 

Hier sollen nur die Centralkörper mit geradlinigen 
Seitenkanten und die Kugelschicht als Centralkörper be- 
handelt werden. Wegen des weiteren muTs auf Heinzes 
Genetische Stereometrie verwiesen werden. 
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Sind allgemein Q und G' die Grundflächen, M der 
Mittelschnitt eines Prismatoids, so ist^ wie in § 25 gezeigt 
ist, für das Prismatoid 

Jeder Körper, der als Prismatoid angesehen werden 
kann, d.h. jedes Prisma, jeder Cylinder, jede Pjrramide, jeder 
Kegel, jeder Kegelstumpl und jeder Obelisk kann als Heüize- 
ßcher Centralkorper betrachtet werden. Im folgenden Para- 
graphen soll gezeigt werden, dals das Tetraeder in zwei&cher 
Weise als Centralkorper betrachtet werden kann. 

§ 43. Bas Tetraeder als Centralkorper. 

Das (unregelmäTsige) Tetraeder kann, da es eine drei- 
seitige Pyramide ist, nach der Formel 



J^^{G+G'+AM) 

berechnet werden, in welcher h die Höhe der Pyramide, 

G ihre Grundflache, G'«0, M^^G ist. 

4 

Man kann aber auch das Tetraeder auffassen als ein 
Prismatoid, in welchem zwei einander gegenüber liegende (wind- 
schiefe) Kanten AB und CD des 
Tetraeders, die Schneiden des- 
selben, als unendlich kleine Grund- 
flächen des Korpers in parallelen 
Ebenen angesehen werden (Fig.71). 
Man findet diese parallelen Ebenen 
XAB und 2) CY, indem man durch 
A eine Parallele AX zu CD und 
durch C eine Parallele GTzn AB 
zieht. Der kürzeste Abstand der 
windschiefen Geraden AB und CD, 
d. h. der Abstand der beiden Paral- 
Fig. 71. lelebenen XAB und DCT iBt 

bei dieser Auffassung die Höhe tj 
des Tetraeders. Legt man nun durch die Mitte P einer 
Elante AC eine Ebene, die den beiden ParaUelebenen 
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parallel ist, so schneidet dieselbe das Tetraeder in einem 
Viereck PQR8. Q, U, S sind ebenfalls Mitten von Tetraeder- 
kanten. PQ und BS sind parallel AB, QB und PS sind 
Parallel zu CD; mithin ist PQBS, der Mittelschnitt des 
^etraeders, ein Parallelogramm. SoU das Tetraeder in der 
eben beschriebenen Weise als Prismatoid betrachtet werden, 
so soll das Tetraeder känftig als ^^schwebendes^^ Tetraeder 
bezeichnet werden. Haben die Schneiden AB und CD des 
schwebenden Tetraeders die Langen s und s' und den kür- 
zesten Abstand tj und hat der Winkel, den die Schneiden 
miteinander bilden, die Gröise 99, so ist^ da 

ZSPQ^tp 
ist, 

Parallelogramm PSBQ « -j~ sin q?. 

Da (t»(t'»-0 ist, so ist der Inhalt des schweben- 
den Tetraeders bestimmt durch die Gleichung 

J'='^ • ««'sincp. 

6 ^ 

Diese Formel zeigt, dafs das Tetraeder als dritter Teil 

eines dreiseitigen Prismas von der Grundflache -^ sin q) 
und der Höhe tj angesehen werden kann. 

Aus dieser Formel geht beiläufig hervor, dafs unter 
allen Tetraedern, welche dieselben Schneidenpaare und glei- 
chen Schneidenabstand haben, dasjenige Tetraeder das grdiste 
ist, dessen Schneiden aufeinander senkrecht st^en. — Wird 
^»0, so geht das Tetraeder in eine Trapezflache vom 
Kauminhalt über. 

Für den Inhalt des regelmalsigen Tetraeders findet man 
aus obiger Formel 

oder, da 1; als Höhe eines gleichschenkeligen Dreiecks von 
der Grundlinie a und dem Schenkel ^ ^3* die Lange — y2"hat, 

'^-^P' (Vgl §38.) 
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§ 44. Bas Htdbtetraeder. 

Lafst man im schwebenden Tetraeder (Fig. 72) eine 
Gerade y parallel zu den durch die Schneiden AB und CD 
bestimmten parallelen Grundebenen längs der einander 
gegenüber liegenden Kanten AG und BD gleiten, so zer- 
legt die gleitende Gerade y das Tetraeder in zwei Halb- 
tetraeder. Das eine Halbtetraeder ist von den Dreiecken 

AGB und 5CD und der 
durch die gleitende Gerade y 
erzengten windschiefen Fläche 
begrenzt und möge kurz als 
{ABGD) bezeichnet werden; 
das andere Halbtetraeder wird 
von derselben windschiefen 
Fläche und den Dreiecken 
CAD und ABB begrenzt; 
es muTs analogerweise als 
(BADG) bezeichnet werden. 
Legt man zu den beiden 
parallelen Grundebenen des 
schwebenden Tetraeders eine 
beliebige Parallelebene , so 
schneidet dieselbe das Tetra- 
eder in einem Parallelogramm Pi^iü^^i- Seine Diagonale 
P^B^ stellt .die Gerade y an einer bestimmten Stelle ihrer 
Gleitbahjx dar. Die Dreiecke P^Q^B^ und P^S^B^ sind 
Schnitte des Tetraeders, erzeugt durch eine beliebige Parallel- 
ebepe zu den parallelen (ausgearteten) Grundflächen AB 
und GD der bieiden, zwischen denselben Parallelebenen 
liegenden Halbtetraeder. Da diese Dreiecke kongruent sind^ 
sind die Halbtetraeder (ABGD) und (BADG) nach dem 
Cavalierischen Prinzip inhaltsgleich^ und damit ist ihre Be- 
zeichnung als Halbtetraeder gerechtfertigt. — Ist PQR8 
der Mittelschnitt M des Tetraeders und sein Inhalt 

wo ö = (t' = ist, so ist 

e7l = |(ö+G' + 4Jf'), 




Flff. .72, 
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WO G=.G'=-0 und M'=^M-~ PQB = P8E ist, die 

zur Bestimmuiig des Halbtetraeders dienende Gleichung. 
D. h. das von zwei Dreiecken und einer windschiefen Fläche 
der beschriebenen Art begrenzte Halbtetraeder gehört 
seiner Form nach zu den Heinzeschen Central- 
körpern und sein Inhalt kann nach der für diese 
Körper geltenden Formel gefunden werden. 



§ 45. Der Ton Polygonen als Omndflächen begrenzte 
Gentralkorper mit geradlinigen Seitenkanten. 

AB CD und Ä1Ä2B1 C^Di seien Polygone in parallelen 
Ebenen und als solche die Grundflächen G und G' eines 
Centralkörpers K. Die Dreiecke AÄiA^, BB^G, B^CCi 
und die Trapeze DGD^C^ 
und ADAiD^ seien ebene 
Seitenflächen des Körpers 
K, Aufserdem gehöre zu 
der Begrenzung desselben 
die windschiefe Fläche 
ABA^Bi, welche dadurch 
entsteht; dafs eine Gerade 
parallel zu den Grund- 
flächen längs AA^ und 
BBi gleitet Der Mittel- 
Schnitt M des Körpers K 
sei das Polygon aßydeC* 
Von dem beschriebenen 
Centralkörper K läTst sich 
beweis^; dafs er der In- '^ 
haltsformel 

K=^~(a + G'+4M) 

genügt: Man ziehe die Ge- 
rade BA^ und erweitere den Mittelschnitt, bis er die Gerade 
in V sdüieidet. Man betrachte den Körper, der von den- 
selben Grundflächen und ebenen Seitenflächen wie vorher, 




Bohnert, Blementore Stereometrie. 



8 



114 VL Abschnitt. Der Heinzesohe CentralkOrper etc. 

auTserdem aber statt von der windschiefen Flache ABA^B^ 
von den Dreiecken AA^B und A^BB^ begrenzt mrd. 
Derselbe ist ein Prismatoid. Sein Mittelschnitt N ist das 
Polygon aßvydeC' Sein Inhalt J^ ist bestimmt durch die 
Gleichung 

Man betrachte femer das Halbtetraeder, dessen Schneiden 
AB und A^Bj^, dessen ebene Begrenzungsflächen die Dreiecke 
AA^B und A^BB^ und dessen dritte Begrenzungsflache die 
windschiefe Flache ABA^B^ ist. Sein Inhalt J^ ist be- 
stimmt durch die Gleichung 

J2-\{0 + + AAßvy). 

Beachtet man nun^ dafs 

M^N— Aßvy 



ist und dafs 
ist, so folgt 



JjL = e/ jL — e/j 



2 



K^^(G + G'+4.M). 



Dieses Verfahren, den CentralkOrper K in ein Prisma- 
toid und eine Anzahl hinzuzufügender (oder zu beseitigender) 
Halbtetraeder zu zerlegen, für welche einzeln die Richtigkeit 
der Inhaltsformel vorher bewiesen ist, bleibt anwendbar, 
wenn sich die Anzahl der windschiefen Flächen am Central- 
kOrper vermehrt. Die Richtigkeit der im § 42 für alle 
CentralkOrper angegebenen Inhaltsformel ist somit fär jeden 
von Polygonen als Grundflächen begrenzten Central- 
kOrper mit geradlinigen Seitenkanten erw^iesen. 

Daraus folgt, wenn man die Zahl der Kanten in beiden 
Grundflächen ins Unendliche wachsen, die Konten selbst 
unendlich klein werden läfst und somit die Ecken jeder 
Grundfläche auf einem geschlossenen Kurvenzuge festlegt, 
dafs die mehrfach s^enannte Inhaltsformel auch für Central- 
korper jnit krummlinig begrenzten Grundflächen und 
unendlich vielen geradlinigen Seitenkanten gültig ist. 
Dieser Erweiterung soU hier nicht nachgegangen werden. Es 



§ 46. Die Kagelachioht als OentralkOrper.. 
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soU nur noch im folgenden Paragraphen gezeigt werden, 
dafs die Kugelschicht der Inhaltsformel für den Central- 
korper genügt iind als solcher aufgefafst werden kann. 



§ 46. Die Kugelschicht als Centralkorper. 

Heinze führt a. a. O. § 121 aus, dafs als krummlinige 
Seitenkanten des Centralkorpers Stücke von gleichartigen 
Kegelschnittkurven, z. B. Ellipsenbögen auftreten dürfen, 
wenn nur alle diese Kurvenstücke eine gemeinsanxe Achse 
besitzen, die gleichzeitig Achse des Körpers ist. 

Denkt man sich nun vom Pol einer Kugel unzählige, 
unendlich benachbarte Meridiane gelegt, und schneidet man 
die Kugel durch zwei parallele Ebenen senkrecht zur Achse 
der Kugel, so entsteht eine Kugelschicht zwischen denselben. 




Fig. 74. 

• 

Die krummlinige Begrenzung derselben kann man sich so 
entstanden denken, dafs längs je zwei benachbarten Meridian- 
stücken eine Grerade parallel zu den Grundflächen gleitet. 

Man erkennt, dafs die Kugelschicht ihrer Form nach 
als Centralkörper zu bezeichnen ist. Dafs die Kugelschicht 
der Inhaltsformel der Centralkörper genügt, folgt so: 

ABJK sei der Achsenschnitt einer Kugelschicht von 
der Höhe h und von den Radien q^ und ^2 ^^^ Grund- 
kreise« Der gröfsere Grundkreis habe vom Kugelmittel- 
punkt M den Abstand jp. CJERLFDQP sei der Achsen- 
schnitt des der Kugelschioht inhaltsgleichen Restkörpers. 
(Vergl. § 29.) Der Restkörper ist die Differenz eines Cy- 
linders vom Radius r seines Grundkreises und von der 
Höhe h und eines Kegelstumpfes von derselben Höhe und 
den Radien p und h+p seiner Grundkreise. Jeder Schnitt 
der Kugelschicht parallel zu ihren Grundflächen, also auch 

8* 
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ihr durch die Gerade ST dargestellter Mittelschnitty ist 
flächengleich dem in gleicher Höhe geführten Schnitt dnroh 
den Restkörper. Da nun sowohl der Kegelstampf wie der 
Cylinder ein Centralkörper ist^ auf den die Inhaltsformel 
desselben Anwendung findet^ so ist auch der Bestkörper 
beider nach dieser Formel berechenbar^ und mithin auch die 
Kugelschicht^ die mit dem Bestkörper in gleicher Höhe stets 
gleichen Querschnitt und deshalb mit ihm gleichen Baum- 
inhalt hat. Bezeichnet man also endlich den Badius des 
Mittelschnittkreises der Kugelschicht mit q^, so ist der In- 
halt J der Kugelschicht bestimmt durch die Gleichung 

Die Identität dieser Formel mit der bekannten Inhaltsformel 
der Kugelschicht (vgl. § 30) 

J^^-isgl + a^ + h") 

ergiebt sich^ wenn man beachtel^ dafs 
und 

3 



ist 



2 « / _,_ÄV 



§ 47. Kugelsegmenty HalbkDgel und Kugel als 

Centralkörper. 

Der Inhalt der Kugelschicht konnte nach der Formel 
für den Inhalt der Centralkörper berechnet werden^ weil der 
Inhalt derselben identisch mit der DiflPerenz der Inhalte 
zweier anderer Centralkörper ist und weil der Bestkörper 
mit der Kugelschicht gleiche Grundflächen und gleichen 
Mittelschnitt besitzt. 

Die so gefondene Formel für den Inhalt der Kugel- 
schicht bietet einen neuen Zugang zur Berechnung des 
Kugelsegments und der Kugel selbst 



§ 48. Aufgaben über Centralkörpen 



117 



Das Kugelsegment ist eine Kugelschicht^ für welche 

ö = 0, G'^jcqI und Jf = tzqI ist (Fig, 75). 

Mithin ist der Inhalt J des Kugelsegments bestimmt 
durch die Gleichung 

J^jc^. (qI+AqI). 



und 



Beachtet man, dafs 
.r' — (r — Ä)* 



2 

Qi 



2 2 

02 =r 



hl)' 




Fig. 76. 



ist^ SO folgt die bekannte Formel für das Kugelsegment 

Die Halbkugel ist eine Kugelschicht^ für welche h^r, 

3 
6r » 0, G'=r ^r* und M^—n • r* ist Mithin erhalt man 

für den Inhalt der Halbkugel 

Die Kugel ist eine Kugelschicht^ für welche h=^2rf 
6r = 0, (t'="0, Jlf=jrr* ist Mithin erhalt man für den 
Inhalt der Kugel aus der Formel für den Inhalt des 
Centralkorpers 



§ 48. Aufgaben ttber Gentralkorper. 

1. Ein Polyeder (Fig. 76) hat als Grundflachen zwei 
Quadrate. Diese&en liegen in parallelen Ebenen; die Seiten 
des einen Quadrates bilden mit denen des anderen Winkel 
von 45®. Die Mitten der Quadrate liegen senkrecht über- 
einander. Jede Ecke des einen Quadrates ist mit den be- 
nachbarten beiden Ecken des anderen Quadrates durch 
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Gerade verbunden, welche Xanten des Polyeders sind. Alle 
Kanten des Polyeders haben die Lange a. Welchen Inhalt J 
hat das ' durch die beschriebenen Kanten und Flächen be- 
grenzte quadratische Antiprisma? 

Lösung: J=- ~ • (l + y2))^ 

2. Welchen Inhalt hat das quadratische Para- 
prisma (Fig. 77), welches entsteht, wenn die Ecken eines 
Quadrates nur mit den entsprechenden Ecken eines anderen 





Flg. 76. 



Flg. 77. 



Quadrates von derselben Gröfse verbunden werden. Die 
Quadrate liegen . in parallelen Ebenen, ihre Mitten liegen 
senkrecht überemander, die Seiten des einen Quadrates bilden 
mit denen des anderen Winkel von 45®. Die Sfsitenflachen 
sind windschief und entstehen dadurch, dafs längs je iwei 
benachbarten Seitenkanten eine Gerade parallel zu den 
Grundflächen gleitet. AUe. Kanten des Körpers haben die 
Länge a. 

Anleitung zur Lösung: Der Kantenzug des Paraprisma 
entsteht aus dem des Antiprisma, wenn man unter den 
Seitenkanten des letzteren die zweite, vierte, sechste und 
achte verschwinden läfst. Der Mittelschnitt des Paraprisma 
ist ein Quadrat, welches mit ^inem regelmäfsigen Achteck 

von der Seitenkante — vier Ecken gemeinsam. hat. 



a 



8 



Lösung: er= — • (l + 2^ • ^2. 
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3. Der Inhalt cT'der quadratischen Doppelpyramide (Fig. 78) 
mit den Gnindkanten a und b und der Höhe h soll erstens 




Fig. 78. 



als Sunmie zweier Pyramiden^ zweitens nach der Inhalts- 
formel des Centralkörpers berechnet werden« 
Losung: 



Mittelschnitt M 




Flg. 79. 



4*. Den Inhalt J der regelmäfsigen Antipyramide 
mit sechsseitigen Grundflachen (Fig. 79) zu berechnen, 
welche die obere Grundkante a, die untere Grundkante h 
und die Seitenkante c hat. 
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Losung: Es ist Ä = j/c« — 6« — a« + a6 ^ 3 

Der Mittelschnitt Jif ist in Figor 80 dargestellt^ aus der 
die Bezeichnungen zu entnehmen sind. Die ganze Figur 80 




Fig. 80. 

stellt die Vertikalprojektion der Kanten des Körpers auf 
seine Grundflache dar. Aus den Oleichungen 

sin 2(: sino; «= & : a und a? + y = 30® 
folgt 

^2 ^2 h + a 

Durch diese Gleichung und die Gleichung ^—^ — «15^ sind 
y und X bestimmt. Dann ist 



mithin 



Jkf — -(a^ctga? + 6*ctgy), 



e7*= i (a«[y3 + 4 ctgo?] + 62 [^3 + 4ctgy]) mal 
]/c2 — 62 — a^ + aft/S. 



sde: 
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Setzt man in dieser Formel a = 6==c, mithin rc = y = 15®, 
so geht die Formel über in die für den Inhalt J^ des 
regelmäfsigen Antiprisma mit sechsseitigen Grund- 
flächen und von der Kantenlange a: 

j^ = -a^iya + 4ctgi5o) j/ys — 1 . 




n«. 81. 

5*. Den Inhalt der Parapyramide (Fig. 81) zu be- 
rechnen^ welche als Grrundflächen zwei gleichseitige Drei- 
ecke von den Kanten a 

und 2 a und drei Seiten- ^£ ^^ '^:^€f 

kanten von der Län^e 3 a 
hat« Die Mitten der ^eich- 
seitigen Dreiecke liegen 
senkrecht übereinander^ die 
Seiten des einen bilden mit 
denen des anderen Winkel 
von 120 0. Die Seitenflächen 
entstehen^ indem längs je 
zwei benachbarten Seiten- 
kanten eine Gerade parallel 
zu den Grundflächen gleitet. 
Figur 82 stellt die Verti- 
kalprojektion des Kanten- Fig. 82. 
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zuges der Paräpyramide auf die Horizontalebene dar^ üur sind 
der Übersichtlichkeit halber die Projektionen der Seitenkanten 
und die- Grundkanten der Figur G' länger als richtig i^, 
gezeichnet. In Figur 81 ist die Hohe der Paräpyramide 
aus gleichem Grunde nur in halber Grofse gezeichnet. 

Lösung: Verbindet man noch in Figur 82 A mit B^, 
B mit Ci, G mit Ä^, so erhalt man die Vertikalprojektion 
des Kantenzuges der zur Paräpyramide zugehörigen Anti- 
pyramide. apßqyr ist der Mittelschnitt der Antipyramide^ 
aßy ist der IVflttelschnitt der Paräpyramide. Es ist 

Z apß :^Zßqy = Z yra =120». 
Femer ist 

ra=pß = qy^-, 

ap^ ßq= yr = ay 
mithin nach dem Cosinussatze der Trigonometrie 

und daher 

oder 

(.6? 4-0^ + 4^0 =^3^/3- 

Da iiuri die Höhie Ä der Paräpyrämidie Ä == 2^/2 ist, 
so folgt für den Inhalt J derselben die Gleichung ' 

Die hier gegebene Methode der BerecKnung des Mittcfl- 
schnittes lafst sich erweitern auch für den Fall^ dafs der 
Drehungs Winkel der beiden Gnindfigureh ßtind Cr' gegen- 
einander willkürlich gewählt wird. Näheres darüber ■ ftoiäet 
man in Heinzes genetischer Stereometrie. 

6. Eine Tonne hat die Höhe Ä, der Eadius ihrer Böden 
ist Q, ihre krumme Begrenzung darf als Eugelfläche an- 
gesehen werden. Wie grofs ist der Inhalt J dieser Tonne? 

Jh 
Lösung: J= jt—» {6q^ -{-h^}. . 



vn. Absohnitt. 
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§ 49. Oraphisehe Darstellung einer Funktion j/ =f{<jö). 

■ ' • . ■ ' ' • . ' ■ '•,''. 

Man zeichne ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz 
(Fig. 83), bezeichne die horizoiitale Gerade AB als die 
Abscissenachse oder n?- Achse, und die vertikale Ge- 
rade« CD als die Ordinaten- 
achse oder y-Achse. Der 
Schnittpunkt der beiden Ge^ 
raden werde als Nullpunikt 
des Koordinatensystems 
bezeiishnet. Nun werde eine 
beliebig gewählte Einheits- 
strecke von '. aus auf der 
Abscissenachse nach rechts und -4. 
nach links abgetragen. Die End- 
punkte der von aus nach 
rechts abgetragenen Einheits- 
strecken werden der Seihe 
nach als die Punkte x=^ + 1, 
n? = + 2, X = +3, ... be- 
zeichnet, die Endpunkte der von . 
aus nach links abgetragenen Einheitsstrecken werden als 
die Punkte x = — 1, rc = — 2, x == — 3, ... bezeichnet. 
Jedem Punkte der Geraden AB ist dann irgend eiii positiver 
oder negativer, ganzer oder gebrochener, rationaler oder 
irrationaler Wert der Zahlenreihe zugeordnet. In gleicher 
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Weise lassen sich auch den Punkten der Greraden OD von 
aus alle positiven^ und den Punkten der Geraden OG 
von aus alle negativen Werte der Zahlenreihe zuordnen. 
So stellt z. B. der Punkt E den Wert y = + 3, der Punkt F 
den Wert y = — 2 dar. Wählt man jetzt irgend einen 
Punkt P^ in der Ebene des Koordinatensystems^ und fallt von 
ihm die Lote P^ J? und P^ G auf die Koordinatenachsen, so be- 
zeichnet man OG^ EP^ ^Is die Abscisse x und EO ^P^G 
als die Ordinate y des Punktes P^. Der Punkt P^ hat 
im vorliegenden FfiJl die Koordinaten a; = 2, y = 3. Der 
Punkt Pj hat die Koordinaten x= — 1, y «=» + 2, der 
Punkt Pg hat die Koordinaten a?« — 2, y« — 1, und 
der Punkt P4 hat die Koordinaten a? = + 3, y = — 2. 

Sobald das Koordinatenkreuz in einer Ebene gezeichnet 
und eine Einheitsstrecke gewählt ist, gehört demnach zu 
jedem Punkte der Ebene des Koordinatenkreuzes ein und 
nur ein Koordinatenpaar und zu jedem denkbaren Paare 
reeller Koordinaten gehört ein und nur ein Punkt der 
Ebene (Cartesisches Koordinatensystem; Descartes, 1637). 

Wenn eine Giöfse y so von einer anderen, variablen 
Gröfse X abhängt, dafs der Wert y sich ändert, wenn die 
variable Gröfse x der Reihe nach alle möglichen Werte 
durchläuft, so bezeichnet man die Gröfse y suis Funktion 
von a? und schreibt y = f(x). So ist z. B. die Gröfse des 
Dampfdruckes in einem Dampfkessel eine Funktion der in ihm 
herrschenden Temperatur. Die Ausdrücke ff = a+bx + cx^y 

^^ c + dx ' y = y« + ^^* = (« + ^^^)^ y = log8Uia:, 

sind verschiedene Funktionen von x. D. h. läfst man in 
irgend einer dieser Funktionen x, die unabhängige 
Variable alle möglichen Werte durchlaufen, so gehören zu 
jedem Werte von x ein (oder mehrere) ganz bestimmte 
Werte der abhängigen Variablen y. 

Wird y durch eine endliche algebraische Summe 
von Gliedern dargestellt, welche neben Konstanten nur 
Potenzen von x mit ganzzahligen positiven Exponenten ent- 
halten, so nennt man y eine ganze Funktion von x. 

y = a -f- Ja; + ex*, y == — . o;», y = b^^x^ + c^^x'' sind 
ganze Funktionen von x. Wenn in einer ganzen Funktion 
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y = f(x) der höchste vorkommende Exponent von x den 
Wert n hat, so heifst y eine Funktion n*^ Grades 
von X. y = a + bx + cx^ ist eine Funktion vom 2*®°, 

y = j- • x^ eine vom 3*^, y =^ h^^x^ + c^^x'' eine vom 7**'' 



Grade in Bezug auf x. 

Jede der in diesem Buche zu betrachtenden Funk- 
tionen y = f{x) läfst sich graphisch durch eine Kurve dar- 
stellen. Betrachtet man z. B. <üe Funktion y = x^ — 5x + 6, 
rechnet man fur^ mögUchst viele Werte x die zugehörigen 
Werte y aus, wie in beistehender Tabelle geschdken, be- 
zeichnet man die Punkte in der Ebene des Koordinaten- 
systems, welche den sich so ergebenden Koordinaten- 
paaren entsprechen, imd verbindet man diese Punkte durch 
einen Linienzug, so stellt die so entstehende Kurve den 
Verlauf der Funktion y = x^ — 5a; + 6 dar. Man erkennt 
aus der Zeichnung (Fig. 84), dals die Funktion zweimal den 
Wert annimmt, dafs sie nur zwischen x = 2 und x = 3 
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Fig. 84. 

u. s. w. 
negativen Wert besitzt, dafs sie im Punkte x 



— ihren 

£4 
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kleinsten Wert erreicht, und zu beiden Seiten dieses 
Punktes rasch im Werte ansteigt. 

Allgemein findet man also die zur Funktion y = f(x) 
gehörige Kurve, indem man möglichst viele zusammen- 
gehörige (durch die Gleichung y^f{x) verbundene)' Koor- 
dinatenpaare Xy y berechnet, die ihnen entsprechenden 
Punkte in der Ebene des Koordinatensystems zeichnet, und 
dieselben durch einen Linienzug verbindet. 



§ 50. Die Flftchenberechnung mit der 
Simpsonsehen Begel. 

y = f(x) ==^ a + bx + cx^ sei eine Funktion zweiten 
Grades von x. Die in Figur 85 gezeichnete Kurve HC 
stelle den Verlauf der Funktion zwischen den zu den Punkten 

a? = und x = Xi gehörigen 
Ordinaten dar. Es soll der In- 
halt F des von diesen Or- 
dinaten, von der Kurve und 
einem Stück der Abscissen- 
achse begrenzten Flächen- 
stücks OBCE berechnet 
werden: Man teile die Strecke 
OB=Xi in eine grofse Zahl (w) 
gleicher Teile und errichte in 
allen Teilpunkten die Ordi- 
naten der Kurve. Die Lange 
eines Teüs sei d. Dann ist 
nd^x^. Dann ist jP ange- 
nähert dargestellt durch die Summe der Rechtecke, welche ent- 
stehen, wenn man noch durch die Endpunkte der Ordinaten 
Parallelen zur rc-Achse zieht. Ist JE der p^ Teilpunkt auf 
der Abscisse, so ist der Inhalt B des schraffierten Rechtecks 




Fig. 85. 



und 



B = d'f(jf'd) = d'(a + bpd + cp^d^) 



F annähernd = U{ä) + f{2d) + f{3d) + ... + f{(n — l) d) 

+ f{ndi\.d, 



oder 



60. Die Flftohenberechnong mit der SimpeonacIieA.BegeL 

a + bd + cd* 
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F 

d 



annähernd = { 



+ 

( 

+ 

( 

+ 






+ 



+ 



1 

a + l{n—l)d + c[{n^l)d\ 



2 



Berüqksichtigt man nun^ daTs die Summe o der ganzen 
Zahlen von 1 bis n bestimmt ist durch 



a = 



>i(n + l) 



und dafs die Summe s der Quadrate der ganzen Zahlen 
von 1 bis n. bestimmt ist durch 



s = 



n(n+l)(2n+l) 
2.3 



so folgt 



-^ annähernd gleich nß + dh* ■ — - 



+ flf2-C 



n (n + 1) (2n + 1) 
2^3 



oder 



-F annähernd gleich dna + Ä^w^ 



i-('+a 



+Ä.„..i(i+i)(i+^). 



Läfst man nun die grofse Zahl n unendlich grofs werden^ 

1 ■ 
und beachtet man. dafs dabei nd^ x. bleibt und — = 

* n 

wird^ die Summe der Rechtecke aber in den genauen Inhalt 
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des zu berechnenden Flachenstüoks 2^ übergeht^ so erhalt man 

(I) JP^aXi + -^xi + ^xi. 

Diese Formel laTst sich^ wie beiläufig bemerkt werden 
mag, ausdehnen auf den FaU, dafs 

y ^ f (x) ^ a + bx + cx^ + . . . raf^"-^ + qx^ 

eine Funktion n**^ Grades ist In diesem Falle ist der 
Inhalt F der von der Kurve, ihren Ordinaten in den 
Punkten x=^0 und x = x^y und einem Stück der Abscissen- 
achse begrenzten Flachenstücks bestimmt durch die Gleichung 

Für den einfacheren Fall, dafs y^f{x) eine Funk- 
tion zweiten Grades ist, läfst diese Gleichung aber noch 
eine bemerkeniswerte Umformung zu: Bezeichnet man die 
Ordinaten der Kurve y = /(a;) = a + 6a; + ca?2 in den Punkten 

a; = 0, a? == ^ und x = a^ beziehungsweise mit y^, y^, yi 
so ist 

a?! = a + bx^ + cx\ . 
Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition die Identität 
i/o + ^!f/i +Xi = 6a + 3bxi + 2cxl , 

Führt man diesen Wert ein in die Gleichung for den 
Inhalt Ff so erhält man 

OD ' j,^ yo + ^y. + yt ,^^ 

Betrachtet man nun aulser dem Flächenstück F das 
FUchenstück EOÄD = F\ und bezeichnet man OÄ mit x^y 
so ist auf Grund der Formel I 



2 ^^ + 3 



F' = ax2 + ö ^2 + TT ^a • 
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Mithin ist der Inhalt des Flächenstückes AB CD 
bestimmt durch die Gleichmig 

oder 

« + ö (^1 + ^2 ) + ö (^! + ^1 ^2 + ^2) 



* = (% — ^2) 



2V-X .•-«,. 3 



Bezeichnet man jetzt die Ordinaten der Kurve y == f(x) 
:=a + bx + cx^ in den Punkten x = x^, x = x^ und 

X • I X 

X = ^ T^ ^ bezw. mit y^ , yg ^^d y«» * so ist 

y2 = » + i^^2 + ^^1} 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition die 
Identität 

yi +4ym + y2 = 6» + 3 6(i»i +it:2) + 2c(rcj + a;i:r2 + a?i). 

Führt man diesen Wert ein in die Gleichung für den In- 
halt 0y so erhält man 

und damit die einfachste Form der Simpsonschen Regel: 

Ist y = f(x) = a + bx + cx^ die Gleichung einer 
Kurve 2*®'' Grades, sind x^, y^ und a?2, y^ die Ko- 
ordinaten zweier Punkte der Kurve, ist y^ die Or- 
dinate der Kurve im Punkte -^ — -y so ist der 

Inhalt $ des Flächenstücks, welches von dem Stück 
% — ^2 ^^r Abscissenachse, von den Ordinaten y^ 
und y^ und dem zwischen diesen Ordinaten liegen- 
den Kurvenstück BC (Fig. 86) begrenzt wird, be- 
stimmt durch die Gleichung 

(HI) = («.,_«r,)?^i±^|=^ti^. 

Bohnert, ElemenUre Stereometrie. 9 
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Die Bedeutung dieser Formel liegt darin ^ dafe mit 
ihrer Hilfe eine angenäherte Berechnung von Flächenstücken 
durchgeführt werden kann^ die andere Kurven als solche 
zweiten Grades zu ihrer Begrenzung zählen: Sei z. B. DC 
in Figur 87 ein beliebiges Kurvenstuck (ohne Singularitäten), 
und ABCD die Fläche, deren Inhalt zu berechnen ist, so 
teile man AB in eine gröfsere gerade Anzahl gleicher 
Teile, etwa 10, und bezeichne die Teilpunkte als x±==Xq, 
Xi,x^,,,x^y a?9, Xb^'Xiq) die zugehörigen Ordinaten der Kurve 
als yjL^y^, yij ^2, . . . ys, y^, yn^yi^y ihre Endpunkte 
als D, J, JI, . . . Vm, iX, (7. Dann läfst sich durch 
die Punkte Dy I, II eine Kurve zweiten Grades legen, die 
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Fig. 86. 
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sehr wenig von dem gegebenen Kurvenzuge durch D, I, II 
abweicht, und es entsteht ein nach der Simpsonschen Begel 
berechenbares Flächenstück A2IIDy welches umsow^ger 
von dem durch die gegebene Kurve begrenzten Flächen- 
stücke A2IID abweicht, je näher die Punkte J?, I, iJ an- 
einander liegen. Ebenso läfst sich durch die Punkte II, HI, IV 
eine andere Kurve zweiten Grades legen, die sehr wenig von 
dem gegebenen Kurvenzuge durch II, III, IV abweicht, und 
mit ihrer Hilfe das Flächenstück mit den Ecken 2,4, IV^ II 
berechnen, u. s. w. Man erhält dann die Fläche angenähert 
als Summe der einzehien berechneten Flächenstücke. Die 
Ausführung dieser planimetrischen Rechnung gehört nicht 
an diesen Ort. Die Betrachtungen dieser Paragraphen sollen 
nur dazu dienen, die entsprechenden räumlichen Betrach- 
tungen des nächsten Paragraphen vorzubereiten. 
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§ 51. Die Eörperbereclmimg mit der Slmpsonsehen 

Begel. 

In Figur 88 stelle K einen Körper dar, der von zwei 
parallelen Ebenen E und e in den Querschnitten O und g 
geschnitten wird. AB sei eine Gerade die auf E und e 
senkrecht steht, und welche J5 in Ä, 6 in s schneidet. 
Irgend eine Parallelebene zu E und e schneide den Korper 
in dem Querschnitt Q. Der 
Flächeninhalt dieses Quer- 
schnitts soll mit y bezeichnet 
werden. Die Gröfse von y 
hängt bei gegebener Form 
des Körpers davon ab, in 
welchem Abstände x von der 
Ebene e der Querschnitt Q 
geführt ist. y ist also eine 
Funktion von Xy y = f(x). 
Der Körper K soll nun so be- 
schaffen sein, daTs zwischen 
den Ebenen E und 6 jeder 
Querschnitt Q eine Funk- 
tion höchstens 2**'^ Grades 
von X ist, dafs also 

y=^a + hx + cx^ 
ist. 

In diesem Falle läfst sich der zwischen den Grund- 
ebenen G und g liegende Banmteil R des Körpers auf 
folgende Weise berechnen: 

Man teüe die Höhe Ss = rj des Körpers JR in eine 
grofse Anzahl (w) gleicher Teile und lege durch alle TeU- 
punkte Parallelebenen zu den Grundflächen, welche den 
Körper ü in n Schichten zerlegen. Die Länge eines Teiles 
sei d. Dann ist nd=^rj. Dann ist R angenähert dar- 
gestellt durch die Summe der geraden Cylinder, welche die 
einzelnen Querschnitte Q als Grundflächen und d als Höhe 
haben. Ist F der p^ Teilpunkt auf der Höhe, so ist der 
Inhalt C des Cylinders, der den durch F gelegten Quer- 
schnitt Q als Grundfläche hat, 

9* 
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und ü annähernd gleich 

\f{ß) + A2 d) + /-(S (?) + .. . /•({» - 1) d) + /'(n <?)] d 



oder -^ annähernd gleich 



+ 
+ 

+ 



+ 
+ 



a + bd 
a + b(2d) 
a + b{3d) 



+ cd^ 

+ c(2dy 

+ c (3 flf)2 



a + b{n—l)d + c[(n—l)d] 



2 



a + 6(wdl) +c[«dfJ2. 



Führt man ebenso wie in § 50 die Addition aus^ so 
folgt^ dafs -j annähernd gleich 

, , , «(» + !),,. «(n+l)(2n+l) 
oder JR annähernd gleich 

ist. Lälst man nun die grofse Zahl n unendlich grofs 
werden^ und beachtet man, dafs dabei nd = fj bleibt und 

— = wird, die Summe der Cylinder aber in den genauen 

Inhalt des zu berechnenden Körperstücks B übergeht, so 
erhält man 

(I) :R = a7i + -^n^ + ^n^. 

Diese Formel läTst sich ausdehnen auf den Fall, dafs 
y =,f[x) = a + bx + cx^ + . . . + ra^-"i + qx^ 
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eine Funktion »^ Grades ist. Dann wird der Inhalt 
des Körpers B bestimmt durch die Gleichung 

Für den einfacheren Fall, dafs y = f(x) eine Funktion 
zweiten Grades ist, läist sich die analoge Umformung 
wie in § 50 durchführen. 

Bezeichnet man die Querschnitte in der Höhe ic = , 

x=^~ (Mittelschnitt) und x = rj bezw. mit g, N, 6r, 

so ist 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition die Identität 

g + AN+G^6a + Sbfj + 2cfjK 

Führt man diesen Wert ein in die Gleichung für den 
Inhalt R, so erhält man 

,11) B_(&±i^).,. 

Betrachtet man nun (Fig. 89) an Stelle des Körpers R 
nur einen Teil desselben R', der zwischen den Querschnitten 
g und 6r' liegt und die Höhe f]' hat, so ist nach Formel (I) 

R' = arj'+^f]'^ + ^rj''' 

Mithin ist der Inhalt P eines dritten Körpers, der zwischen 
den Grundflächen G und (?' liegt, bestimmt durch die 
Gleichung 

P = B-B' = a(r] — t]') + ^{rj^ - rj'^) + ^(f]'- n") 
oder 

P = (^ _ ^0 [a + 1 (»? + lyO + y ('?* + '???' + n"") 
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Bezeichnet man jetzt noch den Querschnitt des Körpers im 
Abstand von der Ebene e mit M (Mittelschnitt des 

Körpers P\ so ist 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition die Identität 

ö + 4-af+G'=6a + 36(?7 + i70 + 2c(«72 + i7i7' + 17 '2) . 




Führt man diesen Wert ein in die Gleichung für den 
Inhalt P des betrachteten Körpers, und setzt man 17 — 17'= Ä, 
wo jetzt A die Höhe des Körpers JP bezeichnet, so erhält man 



P = Ä. 



g + 4Jf+g^ 
6 



und damit die einfachste Form der Simpsonschen Regel 
für die Körperberechnung: 
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Hat ein Körper die Eigenschaft^ dafs der Inhalt 
jedes Querschnittes durch denselben parallel zu 
einer festen Ebene höchstens eine Funktion zweiten 
Grades seines Abstandes von dieser festen Ebene 
ist, sind 6r'und Q der erste und der letzte derartige 
Querschnitt des Körpers, ist M sein Mittelschnitt, 
und ist Ä der Abstand det beiden Grundflächen G 
und G' dieses Körpers, so ist der Inhalt P des be- 
schriebenen Körpers bestimmt durch die Gleichung 

Alle Körper, welche den in dieser Kegel genannten 
Bedingungen entsprechen, sollen als Simpson sehe Körper 
bezeichnet werden. (Simpson, f 1761.) 

Dann läfst sich die Regel auch so aussprechen: Die 
Inhalte aller Simpsonschen Körper lassen sich nach 
der Inhaltsformel für das Prismatoid berechnen. 



*• 



§ 52. Fortsetzung. / / 



Im folgenden soll gezeigt werden, dafs die Simp- 
sonsche Regel für die Körperberechnung auch noch / 
gültig ist, wenn der Inhalt jedes Querschnittes 
durch denselben parallel zu einer festen Ebene/ 
eine Funktion dritten Grades seines Abstandes yoi| 
dieser festen Ebene ist. 

Zum Beweise wird folgender Hilfssatz voraus- 
geschickt; 

Ist in einem Körper der Inhalt y jedes Querschnittes Q, 
der parallel zu einer festen Ebene e gefuhrt wird, darstellbar 
durch eine Funktion dritten Grades 

WO f der Abstand des betreffenden Querschnittes von der 
Ebene e ist, so lälst sich stets y auch darstellen durch 
eine Funktion dritten Grades, in welcher das quadratische 
Glied fehlt, 

y z=a + hx+ « +dx^, 

wo X den Abstand des betreffenden Querschnittes von einer 



/ 
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H 



anderen festen Ebene @ bedeutet^ die in passend gewähltem 

Abstand parallel zur Ebene £ gelegt ist. 

Beweis: Durch den betrachteten Körper sei (Fig. 90) 

ein Schnitt ABCD vertikal 
zur Ebene e, und mithin auch 
zur Ebene @ gelegt^ welche 
von e den später zu bestim- 
menden Abstand p haben 
möge. JEF sei die SchnittUnie 
von By GH die von @, JK 
die voü Q mit der Zeichen- 
ebene. 'l)ann ist, wenn die Ge- 
T2ide'kON± GH und ±EF 
ist, MN^Xy MO^S, 
ON:=^p mid i = x — jp. 
Setzt man nun in dem 
Ausdruck für Q 




W 



G 




ff 



Fig. 90. 



y 



y-^a + ßS + yP + dS^ 
für f den Wert x — p ein, so erhält man 

a +ßx +yx^ +dx^ 

— ßP — 2ypx — 3dpx^ 
+ yp^ + 3dp^x 

Bestimmt man jetzt den Wert von p so, dafs 

y — 3dp = 

ist, setzt man also i> = ^, und setzt man zm: Abkürzmig 

a — ßp + yp^ — dp^ = a , 
ß — 2yp + Sdp^=b, 

y = a + bx+ « +dx^. 

Damit ist die Richtigkeit des Hilfssatzes erwiesen. 
Man kann demnach unbeschadet der Allgemeingültigkeit 
der Betrachtung stets annehmen, dafs, wenn t/ eine Funktion 



so erhält man 
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dritten Grades von x ist, wo y und x die mehrfach an- 
gegebene Bedeutung haben, in dieser Funktion das Quadrat 
von X nicht vorkommt, diese Funktion also die Form 
y = a + lx + dx^ hat. 

Sei nun K ein Körper ^/^"^ ^"^n. \ 

(Fig. 91) dessen Querschnitt Q 
den Inhalt 

y ^ a + hx + dx^ \p 

besitzt, wenn Q einen zur ji 
festen Ebene E im Abstände x 
parallel geführten Schnitt be- 
deutet, so ist nach der Glei- 
chung (0) des § 51 der In- 
halt B des Körperteils, der 
zwischen der Ebene E und 
dem zu ihr parallelen Schnitt Q 
liegt (vgl. die Figur), dargestellt durch die Gleichung 




Flg. 91. 



(I) 






wo fj den Abstand zwisdien G und E bedeutet 

Femer ist der Inhalt iJ' des Körperteils, der zwischen 
der Ebene E und dem zu ihr parallelen Schnitt 6r' liegt, 
dargestellt durch die Gleichung 



(H) 



B':=ar]'+^f]'^ + ^tl'K 



Mithin ist der Inhalt P des Körpers, der zwischen 
den Schnitten G und 6r' liegt, dargestellt durch die Gleichung 

P=B- 2?'= a{f} - f}') + j{r]'- V") + J iV* - V'*) 
oder 

Bezeichnet man nun den Mittelschnitt des Körpers P, 
der von der Ebene E den Abstand ^ hat, mit Jf , so ist 



.8 
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6r ~ a + &^ + drj^ 
M=a + I>rL+!i:. + d{^} \ (A) 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition 

Führt man diesen Wert ein in die Gleichung m und 
setzt man r\ — ri' ^Jiy wo Ä jetzt die Höhe des Körpers P 
bezeichnet^ so erhält man. auch für diesen Fall 

O 

Damit ist die Gültigkeit der Simpsonschen Kegel auch 
für solche Körper erwiesen^ deren Querschnittsinhalt y eine 
Funktion dritten Grades des Querschnittabstandes x von 
einer festen Ebene E ist. 

Diese Betrachtung läfst sich nicht fortsetzen för solche 
Körper, deren Querschnittsinhalt eine Funktion höheren als 
dritten Grades von x ist. Der natürliche Grund dieser Un- 
möglichkeit ist der^ dafs sich zwar die drei konstanten 
Gröfsen a, ft, d der Gleichung III durch drei andere 
Gröfsen (r, Jlf, G' mit Hilfe der Gleichungen A darstellen 
lassen, dais diese Umformung aber nicht mehr gelingt, wenn, 
wie bei Funktionen höheren als dritten Grades der Fall ist, 
mehr als drei Konstanten a, h, d durch Einführung von 
Gy My G' ersetzt werden sollten. 

§ 53. Die Slmpsonsclien Körper. 

Im folgenden ist aufzuzählen, welche Körper als 
Simpsonsche Körper zu bezeichnen sind. Zu denselben 
gehören: 

1. sämtliche Prismen und Cjlinder (y ist konstant); 

2. sämtliche Pyramiden und Kegel (y = (7 • o?^), sowie 

3. sämtliche Pyramiden- und Kegelstumpfe; 

4. jeder dreiseitige Obelisk als Pyramidenstumpf; 
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5. jeder w-seitige ObeKsk (n > 3) (vgl. Fig. 92), da 
derselbe als dgebraische Summe aus einem grofsen 
dreiseitigen Obelisken und (n — 3) kleineren drei- 
seitigen Obelisken von derselben Höhe aufgefafst 
werden kann, für welche einzeln jeder Querschnitt y 
eine Funktion zweiten Grades des Abstandes von 
einer Grundebene ist; 

6. jedes Prismatoid, da dasselbe als spezielle Form 
eines Obelisken aufgefafst werden kann (vgl. § 25 
und § 26); 

7. jedes schwebende Tetraeder (Beweis unten); 




Fig. 98. 

8. jedes Halbtetraeder (vgl. § 44), da in ihm der 
Querschnitt in jeder Höhe gleich der Hälfte des 
entsprechenden Querschnittes des zum Halbtetraeder 
zugehörigen Tetraeders ist; 

9. mithin jeder von Polygonen als Grundflächen be- 
grenzte Heinzesche Centralkörper mit geradlinigen 
Seitenkanten (vgl. § 45), weU derselbe aufgefaist 
werden kann als algebraische Summe eines Prisma- 
toids und einer Anzahl von Halbtetraedem von 
derselben Höhe, für welche einzeln jeder Quer- 
schnitt y eine Funktion zweiten Grades des Ab- 
standes von einer Grundebene ist; 

10. jede Kugelschicht, weil, wenn (Fig. 93) x den Ab- 
stand irgend eines Querschnittes Q vom Kugelmittel- 
punkt und^ den Radius dieses Querschnittes bezeichnet, 

Q = y « ^«TT = (r« — X^) 71 
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eine Fnnktion zweiten Grades des Äbsiandes vom 
HaaptkreLBe der KugelBchicht ist; 

11. mithiD jedes Kugelsegment und jede Kugel; 

12. endlich jeder Körper, dessen Begrenzung (Fig. 94) 
dadurch entsteht, dafs ein von zwei Ordinaten yi 
und f/f begrenztes Stück einer durch die Gleichung 



y — f{x) = yo + 63; + cx^ + dx* 

bestinunten Kurve um ihre :r-Ächse rotiert, und 

, jeder andere Körper, von welchem man auf 




ii^nd eine Weise die Kenntnis erlangt^ dais die 
Inhalte seiner sämtlichen Querschnitte parallel zu 
einer beliebig gewählten, festen Ebene sich als 
Funktionen von höchstens drittem Grade ihres Ab- 
standes von der festen 
^ Ebene darstellen lassen. 

Beweis, dal's das schwe- 
bende Tetraeder als Simp- 
sonscher Körper aufzu- 
fassen ist (vgl. § 43); An sich 
kann man das Tetraeder als ein 
Prismatoid aufiaosen, dessen 
Grundfiächen in zwei Schneiden 
ausgeartet sind, und dann ent- 
fällt mit Rücksicht auf 6. die 
Notwendigkeit des Beweises. Es 
scheint aber gut, durch einen 
direkten Beweis die Behauptung 
für das schwebende Tetraeder, 
Flg. 9$. diese Ausartung des Prismatoids, 
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zu verifizieren. Sind AB und CD (Fig. 95) die Schneiden 
eines schwebenden Tetraeders, und verbindet man die Mitten 
seiner übrigen Kanten durch den Linienzug JEFGH, so ist 
EFGH ein Parallelogramm und die Schneiden AB und CD 
sind der Ebene des Parallelogramms parallel. EFGH soll 
als die feste Ebene betrachtet werden. Es sei AB = a, 
CD » C] der Abstand der Schneiden voneinander sei h^ der 
Winkel EFG werde mit 9?, der Inhalt des Parallelogramms 
EFGH werde mit i bezeichnet. Dann ist 

ac . 

4 ^ 

Legt man jetzt einen beliebigen Querschnitt E'F'G'H' 
parallel zu EFGH im Abstände x von EFGHj so ist 
derselbe ebenfalls ein Parallelogramm. Sein Inhalt sei y. 
Es ist 

E'F.c^^ — xxh, 

F'G'xa=\-\-xxl, 
und 

Mithin ist 
y^^^ET'F'G'^mip^^-^Bmq) ^ ^ p • 

Damit ist der Beweis ir^liefert, dals der Inhalt ledes 
Tetraeder-Querschnittes eine Funktion weiten Grades seines 
Abstandes von einer festen Ebene ist oder dafs das Tetra- 
eder zu den Simpsonschen Körpern gehört. 

Schlufsbemerkung: Aus den Betrachtungen der Ab- 
schnitte VI und VII geht hervor, dals jeder der in diesem 
Buche behandelten Heinzeschen Centralkörper gleichzeitig 
ein Simpsonscher Körper ist. Die Darstellungen des Ab- 
schnittes VI geben den Weg, der durch räumliche Betrach- 
tung zur Berechnung des Inhaltes der unter den Bubiiken 1 
bis 11 dieses Paragraphen genannten Körpern führt, die 
Darstellungen des Abschnittes VII führen auf mehr algebra- 
ischem Wege zum selben Ziel. Die Untersuchung, inwieweit 
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sich die in diesem Buche nicht mehr behandelten Heinze- 
schen Centralkörper krummliniger Begrenzung mit den unter 
12. und 13. genannten Simpsonschen Körpern identifizieren, 
geht über das Mafs des in diesem Buche zu behandelnden 
Stoffes. 

§ 54 Beispiele zur Körperberedmung mit der 

Simpsonsehen Regel. 

In der analytischen Geometrie der Ebene wird gezeigt, 
dafs für jeden Punkt einer Ellipse, deren Mittelpunkt mit 
dem Anfangspunkt des Koordinatensystems zusammenfällt 
und für welche die grofse Halbachse a und die kleine Halb- 
achse 6 beziehungsweise in die Bichtung der Abscissen- 
achse imd der Ordinatenachse fallen, die Gleichung besteht: 

WO X und y die Koordinaten des betrachteten Ellipsen- 
punktes sind. Gleichermal'sen wird dort gezeigt, dafs fiir 
jeden Punkt {x, y) einer Hyperbel, deren Mittelpunkt mit 
dem Anfangspunkt des Koordinatensystems zusammenfallt 
und für welche die Halbachsen a und h beziehungsweise in 
die Richtung der Abscissen- und der Ordinatenachse fallen, 
die Gleichung besteht 

^2j2_j^2^2=3a2&2. 

Endlich gilt für jeden Punkt (x, y) einer Parabel, welche 

die Ordinatenachse im Null- 
punkte als Tangente hat, 
welche symmetrisch zur Ab- 
scissenachse liegt und deren 
Brennpunkt F von der Or- 

diuatenachse den Abstand — 
hat, die Gleichung 

y^ = 2px» 

Die Figuren 96, 97, 98 
stellen eine Ellipse, eine 
Hyperbel und eine Parabel in der beschriebenen Lage dar. 
1. Es soU der Inhalt e7 des Botationsellipsoids be- 
rechnet werden, welches entsteht, wenn der Ellipsenbogen 
j? OD um die Achse BD rotiert (Fig. 96). 




Fig. 96. 
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Das Rotationsellipsoid ist ein Simpsonsober Körper, 
denn, wenn man den durch Botation von OC eotetehenden 
Kreis vom Inhalt a^n als Mittelschnitt des Körpers ansieht, 




hat irgend ein parallel zum Mittelschnitt durch den be- 
liebigen Punkt {x, p) des Ellipsenbc^ns BD gefBhrt«r 
Querschnitt Q des Körpers den Inhalt 
i — jta:^, der sich mit Rücksicht auf „ 

die Gleichung a^¥ + i/'a' = a'b^ 
auch schreiben läTst 



Man erkennt, dafs i eine Funk- 
tion zweiten Grades des Querschnitt- 
abstandes 1/ vom Mittelschnitt ist. 
Setzt man demnach hier in der Formel 
für den Inhalt der Simpsonschen 
Körper Ä=26, M'^a^Ti, G=(?'=0, 
ao erhält man 

4 



Eine analoge Betrachtung zeigt, 
dafs der Inhalt J' des Rotations- 
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ellipsoids^ welches entsteht^ wenn der Ellipsenbogen ABC 
um die Achse AC rotiert, durch die Gleichung bestimmt wird 

6 

Die Vereinigung der ersten Formel mit der für den 
Cylinderinhalt zeigte dafs der napf förmige Körper, 
welcher durch Rotation des schraffierten Flächenstücks ui)-B 
um die Achse OD (Fig. 96) entsteht, den Inhalt 

J'' = 1,71' an 

o 

besitzt 

2. Die Parabel JBOD rotiere um die Abscissenachse. 
Es entsteht ein Rotationsparaboloid. Es soll der Körper 
berechnet werden, der von einem Teü dieses Paraboloids 
und von einem Stück der Ebene vollständig umschlossen 
wird, die ün Brennpunkt jP senkrecht auf der Abscissen- 
achse steht (Fig. 98). 

Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zu OF hat den Inhalt 
{ = :7ry* = 27ipx; derselbe ist eine Funktion ersten Grades 
des Querschnittabstandes von der durch gehenden, auf 
der Abscisse senkrecht stehenden Ebene. Da FH, die 

Parabelordinate im Brennpunkte ä: = ^ die Lange y=jp, 

y = ^ hat, so ist für den zu berechnenden Körper 6r = 0, 
-M'=^^. G'-Ttp^y mithin der Körperinhalt 



2 



J = — 7l - P^ 



3. Der Hyperbelbogen BAD (Fig. 97) rotiere um die 
Ordinatenachse. Es entsteht ein einschaliges Rotations- 
hyperboloid. Es soll der Körper berechnet werden, der 
von einem Teile dieses Hyperboloids und von Stücken 
zweier Ebenen vollständig umschlossen wird, die auf der 
Ordinatenachse senkrecht stehen und von dem Koordinaten- 
anfangspunkt bezw. die Abstände y^ und y^ haben. 
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Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zur Ordinatenachse 

hat den Inhalt i = jzx^ = n • t^ (6^ + y*) ; derselbe ist eine 

Funktion zweiten Grades des Querschnittabstandes von der 
Ebene, die im Punkte auf der Ordinatenachse senkrecht 
steht. Für den zu berechnenden Körper ist 

6? = «.^'(6' + y!), G' = ^.g.(6» + y|), 

Mithin ist der Inhalt J der zu berechnenden Hyperboloid- 
schicht bestimmt durch die Gleichung 

1 a^ 

j-=j7i^ P' (3*^ + J'i + y2 + J'iy«)(y«— ^i)- 

Für den Fall, dafs yi = 0, y2 = h ist, d. h. für eine 
Hyperboloidschicht, die einerseits durch den kleinsten Quer- 
schnitt a^jt des einschaligen Hyperboloids, andererseits durch 
den Querschnitt von der doppelten Gröfse 2a^7t begrenzt 
ist, geht die letzte Formel über in die einfachere 

4 
J = -^ 7z • a^^h , 

4. Rotieren die Hyperbelbögen BAD und B' CD' um 
die Abscissenachse, so entsteht ein zweischaliges ßotations- 
hyperboloid. Derjenige Körper, welcher von einer seiner 
Schalen und einer Ebene senkrecht zur Abscissenachse im 
Abstände x = 2a vom Nullpunkt des Koordinatensystems 
vollständig begrenzt wird, hat, wie leicht zu zeigen ist, den 
Inhalt 

J = -^ 71 • ao^ . 

5. In Figur 99 sind gezeichnet a) die Parabel y^ = 6x 
und die gleichseitige Hyperbel x^ — y^ = 16. Die Kurven 
schneiden sich in Bi Es soll der Körper berechnet werden, 
der durch Rotation des schraffierten Flächenstücks OÄB 
um die Achse OÄ entsteht. 

Bohnert, Elementare Stereometrie. 10 
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Berechnung yon Botationsgebilden mit Hilfe 
der Gnldinschen Regeln. — Schwerpnnkts- 

bestimmnngen. 



§ 55. Der Schwerpunkt. 

In der Mechanik wird folgende Frage behandelt: Zwei 
Massen m^ und mg sind in zwei Punkten Ä^ und Ä2 kon- 
zentriert. Äi ist mit Ä^ starr und gewichtios verbunden. 
Die Schwere sucht das System zu bewegen. In welchem 
Punkte der Geraden Ä^A^ mufs man das System unter- 
stützen, damit dasselbe^ bei jeder im übrigen beliebigen 
Lage des Systems, in Ruhe bleibe? Die Antwort lautet: 
Die Gerade mufs in einem Punkte 8 unterstützt werden. 
8 mufs die Gerade Ä^^Ä^ so teilen, dafs ÄiS:SÄ2 =m^:m^ 
ist. Das System übt auf seine Unterlage an dieser Stelle 
einen Druck aus, der gleich dem Gewicht der Summe 
(m^ 4" %) der beiden Massen des Systems ist. Der Punkt 8 
wird als der Schwerpunkt des Systems bezeichnet 

Den Schwerpunkt eines Systems von drei Massen- 
punkten A^y A^y A^y die starr und gewichtlos miteinander 
verbunden sind, und in denen bezw. die Massen %, rn^yin^ 
konzentriert sind, wird so gefunden. Man sucht zuerst den 
Schwerpunkt Si,2 des von Ai und A2 gebildeten Systems, 
verbindet Si^% mit A^ und teilt 8i^% A^ in S so, dafs 
iSi,2 8 : 8A^ ^m^imi-^rn^ ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so bleibt das System in 
jeder Lage, die es überhaupt annehmen kann, in Ruhe, falls 

10* 
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ellipsolds^ welches entsteht, wenn der Ellipsenbogen ABC 
um die Achse A C rotiert, durch die Gleichung bestinnnt wird 

o 

Die Vereinigung der ersten Formel mit der für den 
CylinderiDhalt zeigt, dafs der napf förmige Körper, 
welcher durch Rotation des schraffierten Flächenstücks (72) -B 
um die Achse OB (Fig. 96) entsteht, den Inhalt 

o 
besitzt. 

2. Die Parabel BOB rotiere um die Abscissenachse. 
Es entsteht ein Botationsparaboloid. Es soll der Körper 
berechnet werden, der von einem Teil dieses Paraboloids 
und von einem Stück der Ebene vollständig umschlossen 
wird, die im Brennpunkt F senkrecht auf der Abscissen- 
achse steht (Fig. 98). 

Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zu OF hat den Inhalt 
{ = ny^ = 2npx\ derselbe ist eine Funktion ersten Grades 
des Querschnittabstandes von der durch gehenden, auf 
der Abscisse senkrecht stehenden Ebene. Da FH^ die 

Parabelordinate im Brennpunkte x = ^ die Länge y^^p^ 

P 
und LMy die Parabelordinate im Punkte x = ^ die Länge 

y = -^ hat, so ist für den zu berechnenden Körper 6r = 0, 

y2 

M=n^y G'=^np^f mithin der Körperinhalt 



2 



J = — n - p^ 
4 



3. Der Hyperbelbogen BAB (Fig. 97) rotiere um die 
Ordinatenachse. Es entsteht ein einschaliges Botations- 
hyperboloid. Es soll der Körper berechnet werden, der 
von einem Teile dieses Hyperboloids und von Stücken 
zweier Ebenen vollständig umschlossen wird, die auf der 
Ordinatenachse senkrecht stehen und von dem Koordinaten- 
anfangspunkt bezw. die Abstände y^ und ^2 haben. 
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Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zur Ordinatenachse 

hat den Inhalt i = nx^ = n • j^Q>^ + y^)] derselbe ist eine 

Funktion zweiten Grades des Querschnittabstandes von der 
Ebene, die im Punkte auf der Ordinatenachse senkrecht 
steht. Für den zu berechnenden Körper ist 

G = ^.f^{h' + y\), G' = n-^j^-{l' + y\). 

Mithin ist der Inhalt J der zu berechnenden Hyperboloid- 
schicht bestinunt durch die Gleichung 

1 Q,^ 

j=-^7i^ P' (3^^ + J'i + ^2 + ^i^«)(y«— yi)- 

Für den Fall, dafs y^ = 0, y2 = h ist, d. h. für eine 
Hyperboloidschicht, die emerseits durch den kleinsten Quer- 
schnitt a^Ti des einschaligen Hyperboloids, andererseits durch 
den Querschnitt von der doppelten Gröfse 2a^7i begrenzt 
ist, geht die letzte Formel über in die einfachere 

J == -i^ jt • a^b . 
ö 

4. Rotieren die Hyperbelbögen BÄD und B' CD' um 

die Abscissenachse, so entsteht ein zweischaliges ßotations- 

hyperboloid. Derjenige Körper, welcher von einer seiner 

Schalen und einer Ebene senkrecht zur Abscissenachse im 

Abstände x = 2a vom Nullpunkt des Koordinatensystems 

vollständig begrenzt wird, hat, wie leicht zu zeigen ist, den 

Inhalt 

4 
J = -^ 71 ' ab^ , 

5. In Figur 99 sind gezeichnet a) die Parabel y^ = 6x 
und die gleichseitige Hyperbel x^ — y^ = 16. Die Kurven 
schneiden sich in B. Es soll der Körper berechnet werden, 
der durch Rotation des schraffierten Flächenstücks OÄB 
um die Achse OÄ entsteht. 

Bohnert, Elementare Stereometrie. 10 



144 VIL Abschnitt. Die Simpsonsche Regel etc. 

ellipsoids^ welches entsteht, wenn der Ellipsenbogen ABC 
um die Achse AC rotiert^ durch die Gleichung bestimmt wird 

4 

J' = — n ' ab^ . 
6 

Die Vereinigung der ersten Formel mit der für den 
Cylinderiuhalt zeigt, dafs der napf förmige Korper, 
welcher durch Rotation des schraffierten Flächenstücks (72) -B 
um die Achse OD (Fig. 96) entsteht, den Inhalt 

o 
besitzt 

2. Die Parabel BOD rotiere um die Abscissenachse. 
Es entsteht ein Rotationsparaboloid. Es soll der Körper 
berechnet werden, der von einem TeU dieses Paraboloids 
und von einem Stück der Ebene vollständig umschlossen 
wird, die im Brennpunkt F senkrecht auf der Abscissen- 
achse steht (Fig. 98). 

Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zu OF hat den Inhalt 
{ = ny^ = 2npx; derselbe ist eine Funktion ersten Grades 
des Querschnittabstandes von der durch gehenden, auf 
der Abscisse senkrecht stehenden Ebene. Da FH, die 

Parabelordinate im Brennpunkte x = ^ die Länge y=Py 

41 

mid LM, die Paiabelordinate im Punkte x = - die LSnge 
y = ^ hat, so ist für den zu berechnenden Körper 6r = 0, 

Jf=jr^, G'=^np)^y mithin der Körperinhalt 



2 



J = — n ' p^ 



3. Der Hyperbelbogen BAD (Fig. 97) rotiere um die 
Ordinatenachse. Es entsteht ein einschaliges Botations- 
hyperboloid. Es soU der Körper berechnet werden, der 
von einem Teile dieses Hyperboloids und von Stücken 
zweier Ebenen vollständig umschlossen wird, die auf der 
Ordinatenachse senkrecht stehen und von dem Koordinaten- 
anfangspunkt bezw. die Abstände y^ und y^ haben. 
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Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zur Ordinatenachse 

hat den Inhalt i =^ jtx^ == n > t^ (^^ + y^) ; derselbe ist eine 

Funktion zweiten Grades des Querschnittabstandes von der 
Ebene, die im Punkte auf der Ordinatenachse senkrecht 
steht. Für den zu berechnenden Körper ist 

Mithin ist der Inhalt J der zu berechnenden Hyperboloid- 
schicht bestünmt durch die Gleichung 

J=i^7t' ^. {Sb'^ + /i + yl + yiyi) (f^2 — yi) . 

Für den Fall, dafs yt = 0, y2 =i ist, d. h. fiir eine 
Hyperboloidschicht, die einerseits durch den kleinsten Quer- 
schnitt a^jz des einschaligen Hyperboloids, andererseits durch 
den Querschnitt von der doppelten Gröfse 2a^7i begrenzt 
ist, geht die letzte Formel über in die einfachere 

4 
J = -^ 71 • a^h. 

4. Rotieren die Hyperbelbögen BAD und B' CD' um 
die Abscissenachse, so entsteht ein zweischaliges Rotations- 
hyperboloid. Derjenige Körper, welcher von einer seiner 
Schalen und einer Ebene senkrecht zur Abscissenachse im 
Abstände x = 2a vom Nullpunkt des Koordinatensystems 
vollständig begrenzt wird, hat, wie leicht zu zeigen ist, den 
Inhalt 

4 

ö 

5. In Figur 99 sind gezeichnet a) die Parabel y^ =^ 6x 
mid die gleichseitige Hyperbel x^ — y^ = 16. Die Kurven 
schneiden sich in Bi Es soll der Körper berechnet werden, 
der durch Rotation des schraffierten Flächenstücks OÄB 
«m die Achse OÄ entsteht. 

Bohnertl Elementare Stereometrie. 10 
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ellipsoids, welches entsteht, wenn der ElKpsenbogen ABC 
um die Achse J. (7 rotiert, durch die Gleichung bestimmt wird 

6 

Die Vereinigung der ersten Formel mit der für den 
CylinderiDhalt zeigt, dafs der napf förmige Korper, 
welcher durch Rotation des schraffierten Flachenstücks (72)^ 
um die Achse OD (Fig. 96) entsteht, den Inhalt 

o 
besitzt. 

2. Die Parabel JBOD rotiere um die Abscissenachse. 
Es entsteht ein Botationsparaboloid. Es soll der Körper 
berechnet werden, der von einem TeU dieses Paraboloids 
und von einem Stück der Ebene vollständig umschlossen 
wird, die im Brennpunkt F senkrecht auf der Abscissen- 
achse steht (Fig. 98). 

Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zu OF hat den Inhalt 
{ = ny^ = 27ipx; derselbe ist eine Funktion ersten Grades 
des Querschnittabstandes von der durch gehenden, auf 
der Abscisse senkrecht stehenden Ebene. Da FH, die 

Parabelordinate im Brennpunkte ^ = ^ die Lange y^Py 

y = -^ hat, so ist für den zu berechnenden Körper 6r = 0, 
M= 71^, 6r' = Ttp^ , mithin der Körperinhalt 

J = — 71 - P^ . 

4 

3. Der Hyperbelbogen BAD (Fig. 97) rotiere um die 
Ordinatenachse. Es entsteht ein einschaliges Botations- 
hyperboloid. Es soll der Körper berechnet werden, der 
von einem Teile dieses Hyperboloids und von Stücken 
zweier Ebenen vollständig umschlossen wird, die auf der 
Ordinatenachse senkrecht stehen und von dem Koordinaten- 
anfangspunkt bezw. die Abstände y^ und y^ haben. 
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Der Körper gehört zu den Simpsonschen Körpern. 
Denn jeder Querschnitt Q senkrecht zur Ordinatenachse 

hat den Inhalt i == jzx^ = n > j^i^^ + y^)y derselbe ist eine 

Funktion zweiten Grades des Querschuittabstandes von der 
Ebene, die im Punkte auf der Ordinatenachse senkrecht 
steht. Für den zu berechnenden Körper ist 

Mithin ist der Inhalt J der zu berechnenden Hyperboloid- 
schicht bestiomit durch die Gleichung 

1 a^ 

J=j7i' p- (36^ + 2^? + »2 + yiy2)(y2— yi). 

Für den Fall, dafs 2^i = 0, 2/2 = ^ ist, d, h. für eine 
Hyperboloidschicht, die einerseits durch den kleinsten Quer- 
schnitt a^^r des einschaligen Hyperboloids, andererseits durch 
den Querschnitt von der doppelten Gröfse 2a^7i begrenzt 
ist, geht die letzte Formel über in die einfachere 

J = -i^ ji • a^b. 


4. Rotieren die Hyperbelbögen BAD und B' CD' um 

die Abscissenachse, so entsteht ein zweischaliges ßotations- 

hyperboloid. Derjenige Körper, welcher von einer seiner 

Schalen und einer Ebene senkrecht zur Abscissenachse im 

Abstände x = 2a vom Nullpunkt des Koordinatensystems 

vollständig begrenzt wird, hat, wie leicht zu zeigen ist, den 

Inhalt 

4 
J= — 71 • alß . 

ö 

5. In Figur 99 sind gezeichnet a) die Parabel y^ = 6x 
und die gleichseitige Hyperbel x^ — y^ = 16. Die Kurven 
schneiden sich in B, Es soll der Körper berechnet werden, 
der durch Rotation des schraffierten Flächenstücks OAB 
um die Achse OÄ entsteht. 

Bohnertl Elementare Stereometrie. 10 
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den MD seines Centriwinkels. Zerlegt man den Bogen AJB 
in unendlich viele gkiche Teile und verbindet man die Teil- 
punkte mit My so entstehen unendlich viele unendlich 
schmale gleichschenklige ^ kongruente Dreiecke mit der 
Spitze in M. Die Schwerpunkte dieser Dreiecke liegen im 

2 

Abstand —r von M. Der Schwerpunkt des Sektors mufs 

demnach identisch mit dem Schwerpunkt des gleichmäßig 

mit Masse belegten Bogens EF sein, der mit dem Badius 

2 

— r um M beschrieben ist. Mithin ist der Abstand x des 
o 

Sektorschwerpunktes S vom Sektormittelpunkt Jf (vgl. § 56,4) 

estimmt durch die Gleichung 

Sehne AB 



2 

X = —r 



Sehne EF _ 2 



3 Bogen ^J^ 3 Bogen JLJ?' 

Aus dieser Formel folgt im speziellen Falle, daTs der 
Schwerpunkt einer Halbkreisääche vom Mittelpunkt den Ab- 

4 T 

stand X = — ' ~ hat und dafs der Schwerpunkt der vollen 

Kreisfläche mit ihrem Mittelpunkt zusammenfallt. Das letzte 

B.esultat leuchtet auch aus 
Gründen der Synmietrie ein. 
4*. Der Schwerpunkt eines 
Kreissegments AB (7 (Fig. 105) 
.C kann wie folgt gefunden wer- 
den : Es sei b der Bogen des 
Segments, s seine Sehne, 
a der halbe zugehörige Centri- 
winkel, M sein Scheitel, S der 
Schwerpunkt, J der Inhalt 
des Segments, fii und Sg seien 
die Schwerpunkte des zum Segment gehörigen Sektors MABC 
und des Dreiecks MA G, J^ und J^ die LJbalte dieser beiden 
Figuren. Endlich sei MS=x, MSi= x^, MS^ = ^»2- Dann ist 




X. = 



^a=^^<^os 



a, Äi ^2 = g r L — cos aj. 



2 5 

Femer mufs sein 

88i : 81S2 = J'2 : «7" = 5 • r cos a : (br — sr cos a) 
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oder ^jy ^ 2 (5 — b cos a) s • r cos a 

^ 3 h(b — 5 cos a) 

MS=MS. + S.S = w -T- 1 +T COS a . 

^ 36\ 6 — s cos a / 

Dieser Ausdruck giebt den Abstand des Segment- 
schwerpunktes vom Kreismittelpunkt an. Aus dieser Formel 
folgt im speziellen Falle wieder (vgl. 3), dafs der Schwer- 
punkt der Halbkreisfläche vom Mittelpunkt den Abstand 

X = —• — hat und dafs der Schwerpunkt der vollen Kreis- 
fläche mit ihrem Mittelpunkt zusammenfallt. 

1. Aufgabe: Welchen Mittelpunktsabstand x hat der 
Schwerpunkt eines Segments, welches im Kreis vom Badius r 
einen Centriwinkel 2a = 120^ hat? 

T" 3ry3 

Ifosung: X = 



4:7t— 3ß 

2. Aufgabe: Wie grofs wird der Mittelpunktsabstand 
aber, wenn der Centriwinkel des Segments 2a = 90^ ist? 

5. Der Schwerpunkt eines geraden Cylindermantels 
Hegt in der Mitte seiner Achse. 

6. Der Schwerpunkt eines geraden Kreiskegelmantels 

liegt auf seiner Höhe h (aus Gründen der Symmetrie) und 

h 
im Abstände — von der Grundfläche. Denn zerlegt man 

den Mantel durch unendlich viele Seitenlinien s in unend- 
lich viele unendlich schmale Dreiecke, so liegt der Schwer- 

g 
punkt jedes solchen Dreiecks in der Entfernung — von der 

ö 

Grundlinie des Dreiecks; die Gesamtheit dieser Schwer- 
punkte liegt aber auf einem Kreise parallel zur Grundfläche 

im Abstände — von derselben. 

ö 

7. Der Schwerpunkt einer Kugelfläche liegt aus Sym- 
metriegründen im Mittelpunkt derselben. 
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8. Zerlegt man eine Kugekone von der Höhe h durch 
unendlich viele Parallelkreise zu den Grundkreisen in lauter 
Zonen gleicher Hohe^ so haben alle diese unendlich schmalen 
Zonen gleichen Flächeninhalt imd ihre Schwerpunkte liegen 
auf der Achse der Zone. Der Schwerpunkt der ganzen 
Zone liegt also in der Mitte der Zonenachse. — Die Be- 
trachtung ist auch für die Kugelkappe von der Höhe h gültig. 

h 

Ihr Schwerpunkt hat den Abstand — von der Ebene des 
Grundkreises der Kappe. 



§ 58. Die Guldlnschen Regeln. 

1. AB sei eine Strecke s, welche mit der Geraden PQ 
starr verbunden ist und um dieselbe rotiert (Fig. 106). Die 
Abstände der Punkte A und B von der Rotationsachse PQ 

seien x^ und x^. Die Rotationsfläche^ 
X A welche AB beschreibt, ist der Mantel 

eines abgestumpften Kegels, seine Flache 
hat den Inhalt 1^= n • s * {x^-\- x^ 
(vgl. § 23). Ist S der Schwerpunkt der 
Geraden ABy so ist sein Abstand x 
von PQ bestimmt durch 




Ä Vff /p = ^-^t^ 



Führt man diesen Wert in die Glei- 
Pig. 106. chung für F ein, so erhält man 

F =^ 2nx • s 

oder in Worten: Rotiert eine Strecke um eine starr 
mit ihr verbundene feste Achse, so ist die Fläche 
des durch Rotation entstehenden abgestumpften 
Kegelmantels bestimmt durch das Produkt aus der 
Länge der Strecke und der Länge der Bahn, welche 
der Schwerpunkt der Strecke bei der Rotation be- 
schreibt. Man erkennt leicht, dafs der Satz auch noch 
gilt, wenn die Rotationsbewegung nur einen Bruchteil des 
vollen Kreises beschreibt 

2. Es sei jetzt AB CBE ... ein gebrochener Linien- 
zug L von der Länge Z, welcher mit einer Geraden PQ 
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X 



n • 




starr verbunden ist und um dieselbe rotiert (Fig. 107). Die 
Längen der einzelnen Strecken des Linienzuges seien s^^ 
s„ «3, ..., s„, die Abstände der Schwerpunkte dieser 
Strecken von PQ seien beziehungsweise Xj^y x^, x^, 
Dann beschreibt jede Strecke s, den Mantel 
eines abgestumpften Kegels vom Lihalt 

und der ganze Linienzug L beschreibt eine 
Kotationsfläche vom Inhalt 

F=27t * {x^s^ + x^s^ + XqSq+ ...). 

Bezeichnet nun S den Schwerpunkt des 
Linienzuges und x seinen Abstand von der 
Kotationsachse^ und beachtet man^ dafs dann 

X V ^=* X\ ö-J "J" Xcf Sa ~p" X« ö 4 ~J~ • . . 

ist, so folgt 

Diese Gleichung bleibt nach der Art ^^^' ^^'• 
ihrer Ableitung auch richtige wenn die einzelnen Elemente s,- des 
Linienzuges uneodlich klein und unendlich zahlreich werden 
und der Linienzug sich mit beliebiger 
Genauigkeit einer gegebenenKurve nähert. 
Man erhält daher folgende Guldinsche 
Regel (Guldin f 1643): Rotiert ein 
Kurvenstück um eine Achse (ohne 
dieselbe zu schneiden)^ so be- 
schreibt dasselbe eineFläche, deren 
Inhalt bestimmt ist durch das Pro- 
dukt aus der Länge des Kuryen- 
stückes und aus der Länge der 
Bahn, welche der Schwerpunkt des 
Kurvenstückes bei der Rotation 
beschreibt. Der Satz ist auch gültig, 
wenn die Rotationsbewegung nur einen 
Bruchteil des vollen Kreises beschreibt. 

3. ABC sei ein Dreieck, welches 
mit der Geraden PQ starr verbunden ist 
und um dieselbe rotiert (Fig. 108). Die Abstände der 
Punkte Ä, J5, C von PQ seien beziehungsweise Xa, Xt, Xc. 




Fig. 108. 
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Der BotatioDskörper B, welchen das Dreieck ABC bei 
einer vollen Umdrehung beschreibt, kann aufgefafst werden 
als algebraische Summe dreier abgestumpfter Kegel. Vom 
Inhalt des abgestumpften Kegels K^ mit der Seitenlinie b 
und den Grundradien Xa und Xc sind die Inhalte der ab- 
gestumpften Kegel Z, und Z« mit den Seitenlinien c und a 
und den Grundradien Xa und Xi, bezw. Xt und Xe abzuziehen. 
Die Projektionen von a und c auf PQ mögen mit ya und pc 
bezeichnet werden. Dann ist 



oder 



oder 



JB = 



JB- 



JB = 



oder endlich 



(ya + Vc) (^a + ODaXe + ^c) * 3 

— ya (p^b + OOi^Xc +^c) ':^ 

— Vc \Xa + OCaXi, + aJftj . - 

Va (4 — x\ + Xc (Xa — Xb)) • g 



Va (O^a — Xb) (Xa + ^2^6+ ^c) 



:7r 



7t 



+ Ve {Xc — Xi) (Xa + ^Jj + ^c) • g 



B^n* — y — [yaK — Xt) + ye{Xe—Xt)] 



Hier ist 

(1) 



Xa + Xi, + Xe 



= X 



(vgl. § 57, 1), wenn x den Abstand des Dreiecksschwerpunktes S 
von der Geraden PQ bedeutet. Femer ist der Inhalt F 
des Dreiecks ABC sla algebraische Summe dreier Trapeze 
darstellbar durch den Ausdruck 
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F= 



Xa + Xc 



(y« + Vc) — 






oder 
(2) 



2F^ya{0Ca — ^ft) + yc(^c — ^ft). 



Mit Benutzung der Gleichungen (1) und (2) nimmt die 
Gleichung für den Inhalt des Kotationskörpers die Form an 

oder in Worten: 

Rotiert ein Dreieck um eine (aufserhalb des- 
selben gelegene) starr mit ihm verbundene feste 
Achse, so ist der Inhalt R des durch die Rotation 
entstehenden Körpers bestimmt durch das Produkt 
aus der Mafszahl für den Flächeninhalt des Drei- 
ecks und der Mafszahl für die 
Länge der Bahn, welche der 
Schwerpunkt des Dreiecks be- 
schreibt. Der Satz bleibt gültig, 
wenn die Rotationsbewegung nur 
einen Bruchteil des vollen Kreises 
beschreibt. 

4. Es sei jetzt J.J5CZ)-B-F... 
ein Vieleck V vom Flächeninhalt Fy 
welches mit der aufserhalb desselben 
gelegenen Geraden PQ starr ver- 
bunden ist und um dieselbe rotiert 
(Fig. 109). Die Flächen der einzelnen 
Dreiecke, in welche das Vieleck 
durch die Diagonalen von A aus pig. 109. 

geteilt wird, seien f^y f^y f^, . . ., die 

Abstände der Schwerpunkte dieser Flächen von FQ seien 
beziehungsweise x^y x,^, x^^ ... Der Abstand des Schwer- 
punktes S des ganzen Vielecks von FQ sei x. Dann 
beschreibt das Polygon V einen Rotationskörper JB, dessen 
Inhalt bestimmt ist durch die Gleichung 

JB = 2:7r-(a^/i + 0^2/2 + ^3/3+ •••)• 
Beachtet man, dafs 

X • H = Xifi + ^2/2 1 ^3/3 ~r • • • 
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ist; so folgt 

Ii = 2jtx* F. 

Diese Gleichung bleibt nach der Art ihrer Ableitung 
auch richtig, wenn die Begrenzung des Polygons aus unend- 
lich vielen, unendlich kleinen Strecken besteht und der 
Linienzug der Begrenzung sich mit beliebiger Genauigkeit 
einer geschlossenen Kurve nähert. Man erhält daher folgende 
Guldinsche Regel: Rotiert ein ebenes Flächenstück 
um eine (aufserhalb desselben gelegene) Achse, so 
beschreibt dasselbe einen Rotationskörper, dessen 
Inhalt bestimmt ist durch das Produkt aus der 
Mafszahl für den Inhalt des ebenen Flächenstückes 
und der Mafszahl für die Länge der Bahn, welche 
der Schwerpunkt des Flächenstückes beschreibt. 
Der Satz bleibt auch hier gültig, wenn die Rotations- 
bewegung nur einen Bruchteil des vollen Kreises beschreibt. 



§ 59. Anwendungen der Onldinsehen Segeln. 

1. Ist s die Seitenlinie, r der Radius, M der Mantel 
eines geraden Kreiskegels und bezeichnet x, wie in allen 
kommenden Beispielen, den Schwerpunktsabstand des ro- 
tierenden Gebildes von der Rotationsachse, also hier den 

T 

Abstand der Mitte von s von der Kegelachse, so ist a? =« — , 
mithin auch nach der Guldinschen Regel 

M== 271^ • s = nrs. 

2. Rotiert ein rechtwinkliges Dreieck von den Katheten 
Ä und r um die Kathete Ä, so entsteht ein gerader Kreis- 
kegel. Sein Inhalt J ist nach der Guldinschen Regel, da 

x^—r ist 

3 r 1 1 

«7"== 2n • — • —rh = —nr^h, 
o a 6 

3. Rotiert die Hälfte einer Kreislinie vom Radius r 

2 
um ihren Durchmesser, so ist, da x = —r ist, (vgl. § 56, 

71 
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Schlafs) die Kugeloberflache bestimmt durch die Gleichung 

2 

n 

4. Roti^ eine Halbkreisflache vom fiadius r um 

4 r 
ihren Durchmesser, so ist, da a? = -5- • — ist (vgl. § 57, 3), 

der Kugelinhalt bestimmt durch die Gleichung 

^ ^ 4r nr^ 4 . 
J=2n*- jr- = -^7tr^. 

5. Botiert ein Yiertelkreis vom ßadius r um den zu 
seiner Sehne parallelen Durchmesser, so ist, da o; = — — • r 

71 

ist (vgl. § 56, 4), die durch die Botation erzeugte Zonen- 
flache bestimmt durch die Gleichung 

= 2 jr . ^r . ^ . r = 2y2:7rra, 

n 2 

ein Resultat, dafs sich durch die Formel = 27irh für 
die Zonenfläche verifizieren laTst. 

6. Kotiert das Segment eines Quadranten vom Radius r 
um einen Durchmesser, der der Segmentsehne parallel ist, 

2r V2 
so ist, da a? = ^—^ ist (vgl. § 57, 4, Aufg. 2) der In- 

o7t O 

halt des durch die Rotation entstehenden ringartigen Körpers 
bestimmt durch die Gleichung 

3^-6 \4 2/ 



oder 



J = 71 • -^ r^ , 



ein Resultat, das sich durch die Lösung der Au%ibe 16, 
§ 35 verifizieren läfst. 

7. und 8. Die Oberfläche und den Inhalt des spindel- 
förmigen Körpers, der durch Rotation eines Quadranten- 
segments um seine Sehne entsteht, findet man, wenn man 

Bohnert, BlemenUre Stereometrie. 1 1 
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für die Werte von x in den Aufgaben 5. und 6. den je- 
weiligen Wert \x 7=1 einführt 

. V yä/ 

9*. Die Formel für die Fläche einer Kugelkappe kann 

mit der Guldmschen Regel 
folgendermalsen abgeleitet 
werden (Fig. 110): 

A^ sei ein Bogen 6, 
s die Länge seiner Sehne^ 2 a 
der zum Bogen gehörige Cen- 
triwinkel, r der Kxeisradius, 
M der Kreismittelpunkt, x 
der Abstand des Bogenschwer- 
punktes S von AM^ AM die 
Bx)tationsachse, BD JLAM, und AD = h. Es ist 

SM^r-j, 




X = r • ^ sma, 



s 



mithin dieKugelkappe=27r«r- j- sina • 6 = 2nrs sin a = 27irh. 

10. Eine analoge Betrachtung läfst den Kugelsektor K 

durch Eotation des Kreissektors 
um seinen Begrenzungsradius ent- 
stehen und ergiebt 

ö 

11. Oberfläche und Inhalt 
J des Wulstes zu berechnen, 
welcher entsteht, wenn ein Kreis 
vom Badius r um eine Achse 
PQ rotiert, von welcher der 
Mittelpunkt M des Kreises einen Abstand a>r besitzt 
(Fig. 111). 

Man erhält 

= 27ta»2jir = 4: 71^ ar, 

J = 27ta'7ir^ =^2n^ar^. 




Fig. 111. 
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1*63 



D. h. Oberfläche und Inhalt des Wulstes sind 
gleich dem Mantel und dem Inhalt eines Cylinders, 
der mit dem Wulst gleichen Querschnitt und gleiche 
Achsenlänge hat. 

12. Oberfläche und Inhalt J des Körpers zu be- 
rechnen, welcher entsteht, wenn ein 
Rechteck von den Seiten a und 6 
um eine Achse PQ rotiert, die 
durch eine Ecke geht und auf der 
Diagonale durch die Ecke senkrecht 
steht (Fig. 112). 




= 2 Ti^a^ + 62 . (a + ft) , 

13. Ein regelmäfsiges 2 ii-Eck 
hat den Umfang ?7, den Radius r pig. 112. 
des umschriebenen, den Radius q 

des einbeschriebenen Kreises. Wie grofs sind Oberfläche 
und Inhalt J des Körpers, welcher entsteht, wenn das 
Polygon um einen gröfsten Durchmesser rotiert. 

= 4:jtQr, 

J=0.f. 

Anleitung zur Lösung: Es ist nachzuweisen in einem 
analogen Verfahren, wie im § 56,4, dafs der Schwerpunkt 
der halben Polygonfläche vom grofsen Durchmesser des 

14. Ein Kreissektor von der Bogenlänge 6, von der 
Sehne s, vom Radius r, vom Mittelpunkt M, vom Schwer- 
punkt 8 rotiere um eine Achse, die durch M geht und mit 
der Halbierungslinie des Sektors den Winkel ß büdet. Wie 
grofs ist der Inhalt J des Rotationskörpers, der ,y2onen- 
pyramide^^ (Fig. 113*)). 

*) Die rechte Seite der Figur zeigt den Achsensclmitt des Körpers 
und die Bahn, welche die Ecken des Achsenschnitts beschreiben, 
die linke Seite zeigt eine perspektivische Darstellong des Körpers. 

11* 
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2 
Lösung: J = — jr . r^ . 5 • sin^S 

o 

oder, wenn man die Höhe der Zone, die von dem rotierenden 
Sektorbogen gebildet wird, mit A bezeichnet 

2 
J =^ — 71 • r^ • h, 
o 

ein Resultat, das sich direkt verifiziert, wenn man die 
Zonenpyramide als Summe unendlich vieler Pyramiden auf- 




Fig. 118. 



fafst, welche M als Spitze und r als Höhe haben, und 
deren Grundflachen die durch Rotation des Bogens 6 ent- 
stehende Zonenflache völlig bedecken. 



§ 60. Fortsetzung. 

In den bisherigen Aufgaben ist angenommen, dals man 
den Schwerpunkt des rotierenden Gebildes, bezw. seinen 
Abstand von der Rotationsachse kennt, und aus der Gul- 
dinschen Regel den Inhalt des Rotationsgebildes bestinunt. 
Es kann auch der Fall eintreten, dafs der Inhalt des Ro- 
tationsgebüdes bekannt ist. Dann läTst sich mit Hilfe der 
Guldinschen Regel für das rotierende Gebilde der Abstand 
des Schwerpunktes von der Rotationsachse und damit meist 
die Lage des Schwerpunktes überhaupt bestimmen. Einige 
Beispiele mögen das erläutern: 
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1. Eine Halbkreislinie rotiere um ihren Durchmesser 2r. 
Das Eotationsgebilde ist die Kugelääehe vom Flächeninhalt 
= 4:7tr^. Der Schwerpunktsabstand der Kreislinie vom 
Durchmesser sei x. Dann ist 

4:7zr^ == 27tx • Tzr, 

woraus für den Schwerpunktsabstand von der Itotations- 
achse folgt 

^ = ^ • (Vgl. § 56, 4.) 

2. Bei analoger Bezeichnung folgt aus der Gleichung 
für den Kugelinhalt 

J= -^ r^= 27tx • — 7ir^,] 



dafs der Schwerpunktsabstand der Halbkreisflache vom be- 
grenzenden Durchmesser bestimmt ist durch 



4 r 

X = — '—. 

6 n 



(Vgl. § 57, 3.) 



3. Wo liegt der Schwerpimkt des in Figur 114 ge- 
zeichneten Trapezes, welches bei A und J5 rechte Winkel hat? 

Der Schwerpunkt des Trapezes 
liegt erstens auf der Verbindungs- J, 
linie der Mitten der beiden Grund- 
linien 6 und d. — Denkt man 
sich das Trapez um die Gerade AB 
rotierend, so entsteht ein abge- 
stumpfter Kegel vom Inhalt 



J^=^(62+ft^+d2). 




Fig. 114. 



ist X der Abstand des Trapezschwerpunktes S von der 
Rotationsachse, so ist 
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oder 



b^ + bd + d^ 

3{b + d) 



= X, 



Durch die beiden Angaben ist die Lage des Trapez- 
schwerpunktes bestimmt. Das Eesultat kann durch eine 
Zeichnung kontrolliert werden, die den Schwerpunkt des 
Trapezes nach der Methode von § 57,2 bestimmt. 

4. Wo liegt der Schwerpunkt der Halbellipsenfläche J.J5(7 
in Figur 115? 

Die Halbachsen der ElKpse seien a und 6. Dann ist 
der Inhalt der Ellipse = nab, (Die Ellipse ist die Pro- 
jektion eines Kreises na'^ auf eine Ebene, 
welche gegen die Ebene des Kreises 
unter einem Winkel tp geneigt ist, für den 

cos 9? = — ist), und der Inhalt des EUip- 

soids, welches durch Rotation von ABC 

um AG entsteht, ist bestimmt durch 

4 
die Gleichung «7"== —nä^b (vgl. § 54, 1). 

o 

Der Schwerpunkt S der halben Ellipsen- 
fläche Kegt auf der grofsen Halbachse 
und hat von AC den Abstand x. Dann ist 




Fig. 115. 



— na^b 

ö 



2nx • -^ Ttab 



oder 



4 o^ 

3 n ' 



X == — ' — 



Die Lage des Schwerpunktes der halben Ellipsenflache 
ist also unabhängig von der Gröfse der kleineren Halb- 
achse b der Ellipse. 

Eine analoge Betrachtung zeigt, dafs der Schwerpunkt 
der Halbellipsenfläche, die von der grofsen Halbachse be- 
grenzt wird, auf der kleinen Halbachse im Inneren der be- 

4 b 
trachteten Fläche im Abstand y = — • — von der grofsen 

Achse liegt. ^ ^ 
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§ 61. Die Schwerpunkte einfacher Körper. 

Am Schlufs dieses Abschnittes mögen der Vollständig- 
keit halber die Schwerpunkte der einfachen Körper ab- 
geleitet werden. 

1. Der Schwerpunkt jedes regelmäfsigen ge- 
raden Prismas und jedes geraden Cylinders liegt 
aus Symmetriegründen in der Mitte der Achse. 

2. Der Schwerpunkt jeder Kugel ist ihr Mittel- 
punkt. 

3. Der Schwerpunkt jeder Pyramide und jedes 

Kegels liegt auf der Verbindungslinie der Spitze mit dem 

h 
Schwerpunkt der Grundfläche und im Abstand — von der 

Grundfläche. 

Der erste Teil der Behauptung folgt so: Zerlegt man 
die Pyramide (den Kegel) dio'ch lauter ParaUelebenen zmt 
Grundfläche in unendKch schmale Scheiben, so sind die- 
selben ähnlich und liegen 
in perspektivischer Lage, 
und daher liegt die Ge- 
samtheit ihrer Schwer- 
punkte auf einer Geraden 
durch die Spitze und einen 
dieser Schwerpunkte. 

Für den Beweis der 
zweiten Behauptung be- 
trachte man zunächst eine 

dreiseitige Pyramide 

PABO, Figur 116. 
Jfi, Jfg, Jfg, -M4 seien die pj ng 

Schwerpunkte der Seiten 

ABC, PBC, PAC, PAB der Pyramide. Da der Schwer- 
punkt der Pyramide nach dem Vorigen auf jeder der Ge- 
raden PM^, AM^^ BM^, CM^ liegen mufs, kann unter 
Hinzunahme der physikalischen Thatsache, dafs jeder Körper 
nur einen Schwerpunkt besitzt, gefolgert werden, dafs die 
vier Linien PM^, AUd^y BM^, CM^, die Mittelllinien 
der dreiseitigen Pyramide, sich in einem Punkte schnei- 
den. (Der Beweis kann auch rein mathematisch geführt 
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werden.) Zieht man noch die Mitteltransversalen AM^D 
und PM^D der Dreiecke ABC und PBC, und verbindet 
Jfi mit M^, so ist, weü DM^ : DA = DM^: DP== 1 :3 
ist, M^ M2 parallel PA und Jf^ M^ : PA =1:3, mithin 

auch PO : OM^ = 1:3 oder OM^ =^^PM^. Daraus 

folgt, wenn h die von P auf ABC geßllte Höhe der 
Pyramide bedeutet, dafs von der Grundfläche den Ab- 

h 

stand — hat. — Hat man es mit einer n^seitigen Pyramide 

(n>3) zu thun, so zerlegt man dieselbe von der Spitze 
aus in (n — 2) dreiseitige Pyramiden. Für jede dieser 
Pyramiden hat der Schwerpuiit von der Grundfläche den 

Abstand j, der Schwerpunkt der ganzen Pyramide mufs 

in der Ebene der Schwerpunkte der einzelnen Pyramiden, 

also auch im Abstand — von der Grundfläche liegen. — 

Da man jeden Kegel als Grenzfall einer Pyramide von un- 
zahlig vielen Seiten ansehen kann, gelten die angeführten 
Sätze auch för den Kegel. 

5. Der Schwerpunkt der abgestumpften Pyra- 
mide liegt auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte der 
Grundflächen. 

Den Abstand des Schwerpunktes von der unteren 
Grundfläche findet man, wenn man fiir die vollständige 
Pyramide und die Ergänzungspyramide — wie dieselben zu 
der gegebenen abgestumpften Pyramide gehören — die 
Schwerpunktsabstände von der unteren Grundfläche be- 
rechnet und den Satz anwendet, dafs der Schwerpunkt der 
ganzen Pyramide die Entfernung zwischen den Schwer- 
punkten der Ergänzungspyramide und des Pyramidenstumpfes 
im umgedrehten Yerhältnis der Volumina dieser Körper- 
stücke teilt (vgl. das Verfahren § 57,4). — Das gewonnene 
Resultat kann ohne weiteres auf den Kegelstumpf über- 
tragen werden. 

6. Der Schwerpunkt eines Kugelsektors liegt auf 
seiner Achse. Zerlegt man den Kugelsektor in unendlich viele 
Pyramiden, welche den Kugelmittelpunkt zur Spitze und 
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unendlich kleine Flächenstücke der Kugelkappe als Grund- 
flachen haben, so bedecken die Schwerpunkte dieser Pyra- 

3 
miden eine Kugelkappe vom Badius —r und derselben 

Ofl&iung, wie sie der Sektor besitzt Der Schwerpunkt des 
Xugelsektors ist also identisch mit dem Schwerpunkt einer 
Xugelkappe^ welche denselben Ofihungswinkel wie der Kugel- 
sektor, und drei Viertel seines Radius besitzt. (Vgl. § 57,8 
Schlufs.) 

7. Der Schwerpunkt eines Kugelsegments kann 
durch ein analoges Verfahren wie in 5. aus dem Schwer- 
punkt des zugehörigen Kugelsektors und dem des Kegels, 
der einen Teil dieses Sektors bildet, gefunden werden. 



IX. Abschnitt. 

Die Kegelschnitte. 



§ 62. Allgemeines. 

In der Planimetrie wird die Frage beantwortet nach 
dem geometrischen Ort aller Punkte, welche a) von einem 
Punkte, b) von zwei Punkten, c) von einer Geraden, d) von 
zwei Geraden jedesmal gleichen Abstand haben. Daran 
schliefst sich die Frage nach dem geometrischen Orte aller 
Punkte, deren Abstände a) von zwei festen Punkten, b) von 
zwei festen Geraden ein konstantes Verhältnis haben. Diese 
Frage findet ihre Antwort ebenfalls in der Geometrie der 
geraden Linie und des Kreises. 

Sucht man nun weitergehend den geometrischen Ort 
aller Punkte in einer Ebene, deren Abstände von 
einem festen Punkte einerseits und von einer 
festen Geraden, der Leitlinie, andererseits kon- 
stantes Verhältnis haben, so stellt sich heraus, dafs 
die Punkte der genannten Art auf krummen Linien liegen, 
von welchen sich wohl einzelne Punkte mit Zirkel und 
Lineal finden lassen, deren stetiger Zug aber nicht mehr 
nur mit diesen Hilfsmitteln gezeichnet werden kann. Die 
Betrachtung dieser Kurven ist Sache der Planimetrie im 
weiteren Sinne des Wortes, welche hier von den mächtigen 
Hilfsmitteln der analytischen Geometrie und der pro- 
jektivischen Geometrie unterstützt wird. Es stellt sich 
aber heraus, dafs diese Kurven, die je nach dem Wert des 
konstanten Verhältnisses, welches sie bestimmt, aufserordent- 
lich verschiedene Gestalt haben, in ihrer Gesamtheit als 
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Schnittfiguren eines Kegels und einer Ebene entstehen, 
wenn man die Ebene &:e&:en den Keg-el alle denkbaren 
Lagen einnehmen läfst Aus diesem Grunde bezeichnet 
man alle Kurven der genannten Art als Kegelschnitte, 
und es ist Aufgabe der raumlichen Geometrie, der Stereo- 
metrie, nachzuweisen, dafs jeder Punkt eines Kegelschnittes 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden kon- 
stantes Abstandsverhältnis hat, und dafs jede Kurve, deren 
Punkte solches Abstandsverhältnis besitzen, als Schnittfigur 
eines Kegels mit einer Ebene aufgefafst werden kann. 

Für die Zwecke dieses Buches genügt es, die Be- 
trachtung im folgenden auf einen Kreiskegel zu be- 
schranken, es sei aber bemerkt, dafs als (vollständiger) 
Kreiskegel künftig dasjenige räumliche Gebüde bezeichnet 
wird, welches sich aus einem Kegel im gewöhnlichen Sinne 
und seinem Scheitelkegel zusanmiensetzt, der entsteht, wenn 
man jede Seitenlinie des Kegels auch über den Scheitel 
hinaus ins Unendliche verlängert. 

Eine Ebene kann zu einem Kegel folgende Lagen ein- 
nehmen: 

I. Die Ebene geht durch den Kegelscheitel und 

a) hat mit dem Kegel keine weiteren Punkte gemein- 
sam; das Schnittgebilde ist ein Punkt; 

b) schneidet den Kegel; das Schnittgebilde sind zwei 
sich im Kegelscheitel schneidende Gerade; 

c) berührt den Kegel längs einer Leitlinie; das Schnitfc- 
gebilde ist die als Doppelgerade aufzufassende Leit- 
linie des Kegels. 

n. Die Ebene geht nicht durch den Kegelscheitel und 

d) ist einer Ebene der Lage a) parallel; das Schnitt- 
gebilde ist eine geschlossene Kurve, welche Ellipse 
genannt wird, im speziellen Falle ein Kreis; 

e) ist einer Ebene der Lage b) parallel; das Schnitt- 
gebilde besteht aus zwei Kurvenzweigen, welche 
dem Kegelscheitel gegenüber eine konvexe Form 
zeigen, und nach den Seiten der Kegelöffiaungen 
hin jeder offen und zweischenklig ins Unendliche 
sich erstrecken; dies Schnittgebilde wird Hyperbel 
genannt; 
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f) ist einer Ebene der Lage c) parallel; das Schnitt- 
gebüde ist eine Kurve, welche nur über einen 
Kegel, nicht über seinen Scheitelkegel sich erstreckt^ 
welche dem Kegelscheitel gegenüber eine konvexe 
Form zei&ct. und nach der Öfinuno: des Kessels hin 
offen nnl zweischenklig sich ins UnendUche er- 
streckt; dies Schnittgebilde wird als Parabel be- 
zeichnet. 



§ 63. Die Ellipse als Kegelschnitt 

In einen Kegel vom Scheitel S sind zwei sich gegen- 
seitig weder schneidende noch berührende Kugeln von den 
Mittelpunkten X^ und X^ einbeschrieben. An beide Kugeln 
ist eine beliebige, zwischen denselben verlaufende Tangen- 
tialebene gelegt, welche den Kegelmantel in einer Ellipse 
schneidet (vgl. § 62, ü, d). Man betrachte denjenigen Achsen- 
schnitt des Kegels, der auf der Tangentialebene der beiden 
Kugeln senkrecht steht und mache ihn zur Ebene der 
Zeichnung (Fig. 117)*). Er schneidet den Kegel längs der 
Seitenlinien SABG und SDEFy und die Kugeln in zwei 
gröfsten Kreisen; er schneidet die Tangentialebene der 
Kugehi in der Geraden BE und die Ebenen der Be- 
rührungskreise zwischen dem Kegel und den Kugeln in 
AD lind GF. Er enthalt die Berührungspunkte G und H 
der Kugeln mit ihrer Tangentialebene. G und H heifsen 
Brennpunkte der Ellipse. — Die Strecke BG wird die 
Hauptachse der Ellipse genannt und mit 2a bezeichnet; 
die Strecke GH heifst die Exzentrizität der Ellipse und 
wir ^eich 2e gesetzt. 

Weil die Ebene der Ellipse auf dem Achsenschnitt 
senkrecht steht, und der Achsenschnitt eine Symmetrieebene 
des Kegels ist, ist die Hauptachse der Ellipse eine 
Symmetriegerade derselben. Die Ebene der Ellipse 
sdmeidet die Ebenen der Berührungskreise des Kegels mit 
den Kugeln in zwei Geraden JK und Z/Jf, die auf der 



*) Der in der Figor gezeichnete Achsenschnitt des Kegels ist 
nicht mit den in der Figur weggelassenen Linien zu verwechseln, welche 
die Grenzen der dem Beschauer sichtbaren Eegelteile angeben würden. 
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Fi». 117. 

Zeichnuiigsebene in tTund L, mitfain auch auf der Creraden 
JL aenkrecht stehen. 

JK uud LM sind die Leitlinien der Ellipse. Der 
beliebige Funkt der Ellipse wird mit dem Brennpunkt S 
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verbunden, und von wird auf die Leitlinie LM das Lot OB, 
gefällt. Es soll gezeigt werden, dafs das Verhältnis HO : OB, 
gleich dem Verhältnis e : a ist. Zum Beweise falle man das 
Lot OT auf die Hauptachse BE der Ellipse, welches auf der 
Ebene der Zeichnung senkrecht steht und lege eine die 
Gerade OT enthaltende Ebene senkrecht zur Kegelachse 
durch den Kegel. Dieselbe schneidet der Kegel in der 
Kreislinie UOV, und sie ist den Ebenen der beiden Be- 
rührungskreise AD und CF parallel. SNOB ist eine be- 
liebige Seitenlinie des Kegels, welche die Berührungskreise 
des Kegels mit der Kugel in N und P, und die Ellipse in 
schneidet. 

Dann sind OH und ON Tangenten vom selben Punkt 
an die eine der Kugeln, und als solche gleich, und ferner sind 
ON und UA Seitenlinien desselben abgestumpften geraden 
Kegels, und daher einander gleich. Endlich sind OB und 
TL gleich als Parallelogrammseiten. Mithin ist OHi OB 
= AU: TL, Femer ist, nach dem Proportionalsatze der 
Planimetrie, AU:TL=BA:BL, Damit ist schon ge- 
zeigt, dafs ein beliebiger Punkt der als Kegelschnitt 
definierten Ellipse "von seinem Brennpunkt (Berührungspunkt 
der einen einbeschriebenen Kugel des Kegels und der Ebene 
der Ellipse) und von seiner Leitlinie (Schnittstrahl der 
Ellipsenebene mit der Ebene des Berührungskreises zwischen 
dem Kegel und der genannten Kugel) konstantes Verhältnis 
der Abstände hat, sowie dafs dieses Verhältnis stets 
kleiner als 1 ist {BA : BL, BL Hegt dem stumpfen Winkel 
im Dreieck BAL gegenüber). Es bleibt übrig, zu zeigen, 
dafs BA : BL == e : a ist Zieht man EWW AL, so ist 

BA:BL=^BW:BE = BS — SW:BE=^BS — SE:BE 

= GH:EB = e:a. 

(Die Differenz zweier Dreiecksseiten ist gleich dem Ab- 
stand der Berührungspunkte des einbeschriebenen und an- 
beschriebenen Kreises auf der dritten Seite.) 

Verlängert man BO über bis zum Schnitt mit der 
Leitlinie JK in T und verbindet man G mit 0, so ergiebt 
eine analoge Betrachtung wie vorher: 

GO: TO = PO:JT== CUiJT^BUiBT 

= BA : BL = c : a. 
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Jeder Punkt der Ellipse hat also in Bezog auf den 
einen Brennpunkt und die ihm benachbarte Leitlinie das- 
selbe Abstandsverhältnis me in Bezug auf den anderen 
Brennpunkt und die diesem benachbarte Leitlinie. Dieses 

Abstandsverhältnis — wird als die numerische Exzen- 

a 

trizität der Ellipse bezeichnet. — Beachtet man, dafs aus 
plammetrischen Gründen JBG = HE ist, und dafs für B 
und E als Punkte der Ellipse die Gleichungen GJB : BJ^= e : a 
und HE : EL = e:a erfüllt sind, so folgt Jß= EL. D. h. die 
IjeiÜinien haben von der Mitte der Hauptachse gleichen 
Abstand. Daraus folgt, dafs die Ellipse nicht nur, wie 
vorher gezeigt, symmetrisch zur Hauptachse sondern auch 
symmetrisch zu der Mittelsenkrechten derselben in der Ellipsen- 
ebene, der Nebenachse, verläuft. 

Aus den Gleichungen GO = OP und HO = ON folgt 
GO + HO = PN=AC, und dsL AG aus planimetrischen 
Gründen gleich BE ist, der Satz: Für jeden Ellipsen- 
punkt ist die Summe seiner Abstände von den 
Brennpunkten gleich der Hauptachse der Ellipse. 
Dieser Satz bildet meistens den Ausgangspunkt für die 
analytisch-geometrische Behandlung der Ellipse. 



§ 64. Die Hyperbel als Eegelsclmltt. 

In einen Kegel vom Scheitel S und in seinen Scheitel- 
kegel ist je eine Kugel einbeschrieben. Die Mittelpunkte 
der Kugeln sind X^ und Xj. An beide Kugeln ist eine 
beliebige äufsere (nicht zwischen denselben verlaufende) 
Tangentialebene gelegt, welche den vollständigen Kegel in 
einer Hyperbel (vgl. § 62, H, e) schneidet. Man betrachte 
denjenigen Achsenschnitt des Kegels, der auf der Tangential- 
ebene der beiden Kugeln senkrecht steht und mache ihn 
zur Ebene der Zeichnung (Fig. 118)*). Er schneidet den 
vollständigen Kegel längs der Seitenlinien -4. SGB und EDSF, 
und die Kugeln in zwei gröfsten Kreisen; er schneidet die 
Tangentialebene der Kugeln in der Geraden HEBG und 
die Ebenen der Berührungskreise zwischen dem vollständigen 

*) Vgl die Fufsnote auf Seite 172, 
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Kegel tmd den Kugeln in AD und CF. Er enthält die 
Berührungspunkte G und H der Kugeln mit ihrer Tangen- 
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tialebene. G und H heifsen die Brennpunkte der Hy- 
perbel. Die Strecke BE wird die Hauptachse der 
Hyperbel genannt und mit 2 a bezeichnet; die Strecke GH 
heilst die Exzentrizität der Hyperbel und vidrd gleich 2e 
gesetzt. Weil die Ebene der Hyperbel auf dem Aohsen- 
schnitt senkrecht steht, und der Achsenschnitt eine Sym- 
metrieebene des Kegels ist, ist die Hauptachse ' der 
Hyperbel eine Symmetriegerade derselben. Die Ebene 
der Hyperbel schneidet die Ebenen der Berührungskreise 
des vollständigen Kegels mit den Kugeln in zwei Geraden 
JK und LM, die auf der Zeichnungsebene in J und L, 
mithin auch auf der Geraden JL senkrecht stehen. JK und 
LM sind die Leitlinien der Hyperbel. PS NO ist eine 
beliebige Seitenlinie des Kegels, welche 'die Berührungs- 
kreise des Kegels mit der Kugel in N und P, und die 
Hyperbel in schneidet. 

Der beliebige Punkt der Hyperbel wird mit dem 
Brennpunkt H verbunden und von wird auf die dem 
Brennpunkt H zunächst liegende Leitlinie LM das Lot OB 
gefallt. Es soll gezeigt werden, dafs das Verhältnis HO: OB 
gleich dem Verhältnis e : a ist. 

Zum Beweise fälle man das Lot OT auf die Haupt- 
achse der Hyperbel, welches auf der Ebene der Zeichnung 
senkrecht steht, und lege eine die Gerade OT enthaltende 
Ebene senkrecht zur Kegelachse durch den Kegel. Die- 
selbe schneidet den Kegel in der Kreislinie UOV, und sie 
ist den Ebenen der beiden Berührungskreise ÄD und OF 
parallel. Dann sind Ofi" und O-N' Tangenten vom selben 
Punkte an die eine der Kugeln und als solche gleich, 
und femer sind ON und UÄ Seitenlinien desselben ab- 
gestumpften geraden Kegels und daher einander gleich. Endlich 
sind OB und TL gleich als Parallelogrammseiten. Mithin ist 

OH:OB== UAxTL. 

Femer ist nach dem Proportionalsatz der Planimetrie 

UÄiTL^ BA : BL. 

Damit ist schon gezeigt, dafs ein beliebiger Punkt der 
als Kegelschnitt definierten Hyperbel von seinem Brenn- 
punkt (Berührungspunkt der einen einbeschriebenen Kugel 
des Kegels und der Ebene der Hyperbel) und von seiner 

Bohnerti Elementare Stereometrie. 12 
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Leitlinie (Sehnittstrahl der Hyperbelebene mit der Ebene 
des Ber6hrungskreises zwischen dem Kegel und der ge-^ 
nanftten Kugel) konstantes Verhältnis der Abstände hat, 
sowie dafs dieses Verhältnis stets gröfser als 1 ist (BÄ : BL, 
BL liegt dem kleineren Winkel im Dreieck BAL gegen* 
übet). — Es bleibt übrig, zu zeigen, dafs BÄ : BL =^e: a 
ist. Zieht man EW \\ ÄL, so ist 

BÄ:BL = BW: BE ^ BS + SWiBE ^ BS + SJEiBE 

== GH:BE = €ia. 

(Die Summe zweier Dreiecksseiten ist gleich dem Abstand 
der Berührungspunkte der beiden anbeschriebenen Kreise 
mit der dritten Seite.) 

Verlängert man OB über B bis zum Schnitt mit der 
Leitlinie JK in Y und verbindet man G mit (diese Linie 
ist in der Figur nicht gezeichnet), so ergiebt eine analoge 
Betrachtung wie vorher: 

(}0:TO=PO:JT=GU:JT^BU:BT=BA:BL^e:a. 

Jeder Punkt der Hyperbel hat also in Bezug auf den 
einen Brennpunkt und die ihm benachbarte Leitlinie dasselbe 
Abstandsverhaltnis wie in Bezug auf den anderen Brenn- 
punkt und die diesem benachbarte Leitlinie. Das Abstands- 
verhaltnis — wird als die numerische Exzentrizität der 
a 

Hyperbel be^ichnet -^ Beachtet man, dafs aus planimetri- 
schen Gründen GB=^EH iät und dafs für B und E als 
Punkte der Hyperbel die Gleichungen GB : BJ = e:a und 
HE :EL = e:a erfüllt sind, so folgt 

JB^EL. 

D. h. die Leitlinien haben von der Mitte der Hauptachse 
gleichen Abstand. Daraus folgt, dafs die Hyperbel nicht 
nur, wie vorher gezeigt, symmetrisch zur Hauptachse, son- 
dern auch symmetrisch tu der Mittelsenkrechten derselben 
in der Hyperbelebene, der Nebenachse, verläuft. 

Aus den Gleichungen GO^OP vmd HO=ON folgt 

GO — SÖ==PN==ÄG, 

und dsL AC aus planimetrischen Gtflnden gleich BE ist, 
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der Satz: Für jeden Hyperbelpunkt ist die Differeijiz 
seiner Abstände von den Brennpunkten gleich der 
Hauptachse der Hyperbel. Dieser Satz bildet meistens 
den Ausgangspunkt für die analytisch-geometrische Behand- 
lung der Hyperbel. 



§ 65. Die Parabel als Kegelschnitt. 

In einen Kegel ist eine Kugel vom Mittelpunkt X^ ein- 
beschrieben. An die Kugel ist eine beliebige Tangential- 
ebene gelegt, welche einer den Kegel längs einer Seitenlinie 
berührenden Ebene parallel ist und daher den Kegel in einer 
Parabel schneidet (vgl. § 62, II, f). Man betrachte denjenigen 
Achsenschnitt des Kegels, der auf der Tangentialebene senk- 
recht steht, und mache ihn zur Ebene der Zeichnung (Fig. 119*). 
Er schneidet den Kegel längs der Seitenlinien SÄ und SDE 
und die Kugel in einem gröfsten Kreise; er schneidet die 
Tangentialebene der Kugel in der Geraden BE und die 
Ebene des Berührungskreises zwischen dem Kegel und der 
Kugel in AD. Er enthält den Berührungspunkt H der 
Kugel mit ihrer Tangentialebene. H heifst der Brenn- 
punkt der Parabel. Die Gerade BE wird die Achse der 
Parabel genannt. Weü die Ebene der Parabel auf dem 
Achsenschnitt senkrecht steht und der Achsenschnitt eine 
Symmetrieebene des Kegels ist, ist die Achse der Parabel 
eine Symmetriegerade derselben. Die Ebene der Pa- 
rabel schneidet die Ebene des Berührungskreises des Kegels 
mit der Kugel in einer Geraden LMy die auf der Zeich- 
nungsebene in i/, mithin auch auf der Geraden BL senk- 
recht steht. LM ist die Leitlinie der Parabel. 8 NO 
ist eine beliebige Seitenlinie des Kegels, welche den Be- 
rührungskreis des Kegels mit der Kugel in N und die 
Parabel in schneidet. Der beliebige Punkt der Parabel 
wird mit dem Brennpunkt H verbunden und von wird 
auf die Leitlinie LM das Lot OB gefällt. Es soll gezeigt 
werden, dafs das Verhältnis HO : OB = 1 ist. 

Zum Beweise fälle man das Lot OT auf die Achse BE 
der Parabel, welches auf der Ebene der Zeichnung senkrecht 



*) Vgl. die Bemerknng zu Figur 117 auf Seite 172. 

12* 
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etfiht, und lege eine die Grerade OT enthaltende Ebene 
senkrecht zur Kegelachse durch den Kegel. Diese schneidet 
den Kegel in der Kreislinie ÜOY, sie ist der Ebene des 



Berührungskreises AD parallel. Dann sind OH. und ON 
Tangenten vom selben Punkt aus an die Kugel und als 
solche gleich, und femer sind ON und TIA Seitenlinien des- 
selben abgestumpften geraden Kegels und daher einander gleich. 
EndHch ist OR — Th — UA als einander gegenüber liegende 
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Seiten in Parallelogrammen. Mithin ist 

HOiOR^ 1. 

Jeder Punkt der Parabel hat also von ihrem Brenn- 
punkt und von ihrer Leitlinie gleichen Abstand. 
Dieser Satz bildet meistens den Ausgangspunkt för die 
analytisch-geometrische Behandlung der Parabel. Der Ab- 
stand des Brennpunktes von der Leitlinie der Parabel wird 
als der Parameter p der Parabel bezeichnet. 

Denkt man sich in Figur 117 die Ebene der Ellipse um 
eine in ihr liegende Senkrechte auf der Zeichnungsebene 
so gedreht, dafs der Winkel ABH spitzer und spitzer wird, 
während die übrigen Lagebeziehungen der Figur erhalten 
bleiben (die äul'sere Berührungskugel der Ellipsenebene und 
des Kegels soll, in der Kegelöffnung weiter nach aufsen 
rückend, fortexistieren), so erkennt man, dals im Grenzfalle, 
wo die Ellipsenebene der Seitenlinie SA des Kegels parallel 
wird, die Ellipse in die Parabel übergeht. Die Hauptachse 
der Ellipse BE wird unendlich lang, der Brennpunkt Q 
rückt ins Unendliche, der Brennstrahl GO geht in eine 
Parallele zur Hauptachse über, die numerische Ex- 
zentrizität — nimmt den unbestimmteD Wert — an, der hier 
a oo 

gleich 1 ist. 

Denkt man sich ebenso in Figur 118 die Ebene der 
Hyperbel um eine in ihr liegende Senkrechte auf der 
Zeichnungsebene so gedreht, dals der Winkel ABH spitzer 
und spitzer wird, während wieder die übrigen Lagebeziehungen 
der Figur erhalten bleiben, so erkennt man, dals im Grenz- 
falle, wo die Hyperbelebene der Seitenlinie SA des Kegels 
parallel wird, der untere Zweig der Hyperbel sich ins Un- 
endliche verliert und der obere Zweig der Hyperbel in die 
Parabel übergeht. Wieder werden Hauptachse und Ex- 
zentrizität unendlich lang, die Leitlinie JK und der Brenn- 
punkt G gehen ins Unendliche, der Brennstrahl G geht 
in eine Parallele zur Hauptachse über und die numerische 

Exzentrizität wird — = 1. 

oo 

Die Parabel kann demnach ebensowohl als Grenzfall 
der Ellipse wie der Hyperbel angesehen werden. 
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§ 66. Sehlufsbemerkungen. 

Es ist gezeigt worden, dais jeder Kegelschnitt, wenn 
man von den Crrenzfällen des § 62, I a, b, c absieht, eine 
Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel in dem planimetri'- 
schen Sinne ist, der diese Kurven als geometrische Orter 
aller Punkte definiert, die ein konstantes Abstandsverhältnis 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden haben. 
Es bleibt übrig, zu zeigen, dafs jede Kurve, die einen sol- 
chen Ort darstellt, auch als Kegelschnitt aufgefafst werden 
kann: Jede Ellipse, als planimetrische Figur aufgefafst, ist 
durch die Gröl'sen a und e bestimmt. Man mufs also nach- 
weisen, dafs es stets möglich ist, einen Kreiskegel zu kon- 
struieren, dessen Achsenschnitt von einer auf ihm senk- 
rechten Ebene in einer Geraden BE von der Länge 2cl 
(Fig. 117) geschnitten wird, während gleichzeitig der Ab- 
stand der Berührungspunkte der inneren und äufseren Be- 
rührungskugel des Kegels mit der Ebene gleich 2e ist. — 
Diesen Kegel erhält man folgendermafsen : Man lege BE=2a 
hin (Fig. 117), trage 2e darauf so ab von 6f bis fl, dafs 
BG= GE wird, errichte in H ein Lot beliebiger Länge -ffXj, 
zeichne um X^ mit -ffX^ einen Kreis und lege an diesen 
Kreis die Taugenten von B und jB, die sich in S schneiden. 
Zeichnet man nun den anbeschriebenen Kreis des Dreiecks 
BEG, so berührt derselbe BE in 6r. Läfst man jetzt den 
Winkel BSE samt beiden Kreisen (aber nicht die Gerade BE) 
um die Winkelhalbierende iSX^ rotieren, so entsteht ein Kegel 
samt zwei einbeschriebenen Kugeln. Schneidet man diesen 
Kegel durch eine Ebene, welche längs der Geraden BE auf 
der Ebene der Zeichnung senkrecht steht, so berührt diese 
Ebene beide Kugeln und erzeugt einen Kegelschnitt, dessen 
grofse Achse und dessen Exzenüizität die verlangten Längen 
2 a und 2e besitzen. Eine analoge Betrachtung gilt für die 
Hyperbel. 

Die Parabel im planimetrischen Sinne ist bestimmt durch 
den Abstand HL ihres Brennpunktes S von der Leitlinie 

LM, oder durch den Abstand HE = ^ des Brennpunktes 

von dem Scheitel E der Parabel. Es ist also zu zeigen, 
dafs sich stets ein Kegel konstruieren läfst, von dem eine 
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und nur eine Seitenlinie der gegebenen Parabelachse JBE 
(Fig. 119) parallel ist und in den sich eine Berührungskugel 
beschreiben läfst, die die Achse der Parabel in H so be- 
rührt, dals der Abstand HE vom Scheitel der Parabel eine 

vorgeschriebene Gröfse ^ hat. Diesen Kegel erhält man 

P 
folgendermafsen: Auf einer Geraden BJE trage man — von 

E bis H ab, errichte in H auf EH ein Lot beliebiger Länge 
HX^, zeichne um X^ mit HX^ einen Kjreis, lege an diesen 
Kreis eine Tangente durch E und eine zweite Tangente US^ 
die zu BE parallel ist. Die Tangenten mögen sich in S 
schneiden. Läfst man jetzt den Winkel USE samt dem 
Kreise (aber nicht die Gerade BE) um die Winkelhalbierende 
SXj^ rotieren, so entsteht ein Kegel mit einer einbeschrie- 
benen Kugel. Schneidet man diesen Kegel durch eine 
Ebene, welche längs der Geraden BE auf der Ebene der 
Zeichnung senkrecht steht, so berührt diese Ebene die Kugel 
in H und ist nur der Seitenlinie SU des Kegels parallel; 
die Ebene erzeugt als Kegelschnitt demnach eine Parabel, 
für welche der Abstand des Brennpunktes vom Scheitel 

derselben die vorgeschriebene Gröfse |- hat. — Damit ist 

gezeigt, dafs jede planimetrisch gegebene Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel nicht nur auf eine, sondern auf unendlich ver- 
schiedene Weisen als Schnitt eines Kreiskegels mit einer 
Ebene dargestellt werden kann. 
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